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Forord
Øvingsoppgaver:
Dette er en samling av øvingsoppgaver i emnet “MAT100 Matematikk” ved Høgskolen i Molde fra
høsten 2016. Samlingen inneholder totalt 6 oppgavesett.
Det finnes ogs˚a en tilhørende samling med komplette løsningsforslag til disse øvingsoppgavene.
Samlingen med løsningsforslag finnes i et eget hefte, separert fra dette oppgaveheftet.
Gratis:
B˚ade samlingen med oppgaver og tilhørende samling med komplette løsningsforslag kan lastes ned
gratis via Høgskolen i Molde sin a˚pne kursportal www.himoldeX.no.
Hvordan bruke denne samlingen av gamle øvingsoppgaver?:
Man blir ikke god i matematikk kun ved a˚ se p˚a video. Man ma˚ løse oppgaver.
Videoer:
Komplette sett med forelesningsvideoer fra 2014, 2015 og 2016 finnes p˚a www.himoldeX.no.
I tillegg finnes kortvideoer til majoriteten av pensum.
Per Kristian Rekdal
Copyright c© Høgskolen i Molde, desember 2016.
3
4
Øving  1 
(2016) 
Oppgavesett nr. 1
“MAT100 Matematikk”, 2016
Innleveringsfrist: mandag 12. sept. kl. 16:00 (versjon 2)
Oppgave 1: ( algebra ) 1
a) Løs ligningen: 2
3(x + 5) = 3(x + 1)− 2(x− 9) (1)
b) Løs ligningen:
4
x + 1
+ 2 =
2x + 6
x− 1 (2)
c) Løs ligningen:
−x2 + x + 2 = 0 (3)

Figur 1: Algebra.
1 Algebra, alts˚a regler for operasjonene “+” og “·”, er viktig i de aller fleste disipliner, ogs˚a økonomi, revisjon
og logistikk.
2Alts˚a finn x.
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Oppgave 2: ( lineære ligningssystem )
Her er et eksempel p˚a et lineært ligningssystem3 med tre ligninger og tre ukjente x, y og z :
x + 5y + 2z = 5 (4)
3x− 2y − z = 4 (5)
−2x + 3y + 3z = 5 (6)
Det er ikke alltid at man har like mange ligninger som ukjente slik som i dette tilfellet. Man kan
ha færre ligninger enn ukjente. Eller flere ligninger enn ukjente. I denne oppgaven skal vi diskutere
disse tre tilfellene. 4
For lineære ligningssystem er det tre mulige løsningsmengder: 5
• Uendelig mange løsninger
• Ingen løsninger
• E`n løsning
Til hver av disse tre løsningsmengdene hører en av følgende kommentarer:
• Færre uavhengige ligninger enn ukjente
• Like mange uavhengige ligninger som det er ukjente
• Flere uavhengige ligninger enn ukjente
Hver av disse tre tilfellene har en betegnelse:
• Kvadratisk system
• Overbestemt system
• Underbestemt system
3Ogs˚a kalt “ligningssett”.
4Du skal ikke løse ligningssystemet i lign.(4)-(6). Det er kun ment som et eksempel p˚a et ligningssystem som
har like mange ligninger som ukjente.
5Løsningsmengden, dvs. antall løsninger. (Komplekse tall er ikke pensum i “MAT100 Matematikk”).
2
a) I vedlegg A ser du en tabell. Fyll ut tabellen. 6
b) Hvorfor tror du det ene tilfellet har betegnelsen “kvadratisk system”?
c) Tegn prinsippskisser som illustrerer disse tre alternativene for løsningsmengden
n˚ar man har to ukjente x og y. 7
Tips: Løsning av ligningssystemet inntreffer n˚ar begge/alle ligningene er oppfylte,
dvs. hvor begge/alle linjene skjærer hverandre.
d) Løs ligningssystemet: 8
2x + 5y − 8 = 0 (7)
3x + 2y = 1

6Skriv ut vedlegg A, fyll ut tabellen og legg ved den utfylte tabellen i din besvarelse. Husk a˚ skriv navnet ditt
p˚a vedlegget (øverst til høyre).
7Tegn tre koordinatsystem. Du behøver ikke a˚ tegne p˚a noen skala p˚a aksene. (I denne oppgaven er det kun en
prinsippskisse vi er p˚a jakt etter). Se side 56 i kompendiet.
8Alts˚a finn x og y.
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Oppgave 3: ( kvadratsetningene/”pilmetoden” )
Regn ut: 9
a) ( 5a + 2b )2
b)
(
2y − x
4
)2
c) (ax− by)(ax + by)

Figur 2: Visualisering av 1. kvadratsetning.
9Du kan enten bruke kvadratsetningene eller “pilmetoden”. Bruk den metoden du liker best.
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Oppgave 4: ( algebra )
I “SØK100 Makroøkonomi” lærer man om en viktig ligning som heter generalbudsjettligningen.
Generalbudsjettligningen er en forenklet fremstilling av økonomien til et land. Ligningen beskriver
økonomien til et land n˚ar den er i likevekt: 10
R = C + I + G + X (8)
hvor
R = inntekt, (nasjonalprodukt) (R=“revenue”) (9)
C = konsumentfunksjon (C=“consumption”) (10)
I = investering (I=“investment”) (11)
G = offentlige utgifter (G=“government”) (12)
X = netto eksport (X=”export”) (13)
La oss se p˚a følgende konkrete ISLM-modell: 11
C = 200 + 0.25(R− T ) (14)
I = 150 + 0.25R− 1000r (15)
X = 0 (16)
T = 200 (T =”tax”) (17)
hvor r = realrenten.
Figur 3: Makrokonomi.
10De av dere som skal ha faget “SØK100 Makroøkonomi” f˚ar lære mer om denne ligningen senere.
11Tallene 0.25 og −1000 i ligningen I = 150 + 0.25R− 1000r kalles ofte koeffisienter i matematikksammenheng.
5
a) Sett inn lign.(14)-(17) i generalbudsjettligningen og vis at renten r sfa. 12
inntekten R kan skrives p˚a formen: 13
r = − 1
2000
R +
1
1000
G +
3
10
(IS-kurve) (18)
b) Skriv lign.(18) med desimaltall.
c) i) Regn ut renteniv˚aet sfa. inntekten (nasjonalproduktet) n˚ar G = 250. 14
ii) Regn ut renteniv˚aet sfa. inntekten (nasjonalproduktet) n˚ar G = 400.
La oss n˚a se p˚a en mer generell ISLM-modell. Istedet for den konkrete ISLM-modellen representert
ved lign.(14)-(16) hvor koeffisientene har spesifikke tallverdier s˚a ser vi n˚a p˚a en noe mer generell
modell hvor tallverdiene til koeffisientene er byttet ut med bokstaver:
C = C0 + c(R− T ) (19)
I = I0 + ir (20)
X = X0 + eV − bR (21)
hvor V = valutakurs, C0, I0 og X0 er konstante ledd. Ogs˚a koeffisientene b, c, e og i er konstante.
d) Gjør tilsvarende som i oppgave 4a:
Sett inn lign.(19)-(21) i generalbudsjettligningen og vis at renten r sfa. inntekten R
kan skrives p˚a formen:
r =
1
i
[
R(1− c + b)− (G− cT )− eV − (C0 + I0 + X0)
]
(22)
12sfa. = “som funksjon av”
13Lign.(18) kalles IS-kurven. Den representerer sammenhengen mellom r og R som gir likevekt i produktmarkedet.
14Dvs. finn r sfa. R n˚ar G = 250. Skriv svaret p˚a eksakt form.
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I ISLM-modellen s˚a inng˚ar ogs˚a tilbud MT og etterspørsel ME av penger. Anta at:
ME = 2R− 8000r (ME = “money”, etterspørsel) (23)
MT = 1600 (MT = “money”, tilbud) (24)
e) Vis at renten r sfa. inntekten R kan skrives p˚a formen: 15
r =
1
4000
R − 1
5
(LM-kurve) (25)
n˚ar pengemarkedet er i likevekt, dvs. n˚ar ME = MT .
f) Hva er inntekten R n˚ar økonomien er i likevekt og G = 250? 16
g) Hva er renteniv˚aet r n˚ar det er likevekt i økonomien og G = 250? 17
15Lign.(25) kalles LM-kurven. Den representerer sammenhengen mellom r og R som gir likevekt i pengemarkedet.
16Dvs. finn R n˚ar rIS = rLM . Alts˚a sett lign.(18) og (25) lik hverandre og løs med hensyn p˚a R.
17Skal man bruke lign.(18) eller (25) i denne sammenheng? Eller spiller det ingen rolle hvilken man bruker?
7
Investeringsniv˚aet er I1 = 350 n˚ar R = 1000 og r = 0.05 (=5 %).
N˚ar R økes til R = 1200 s˚a øker investeringsniv˚aet til I2 = 400.
h) Hvor stor en den %-vise økningen til investeringsniv˚aet? 18

Figur 4: Man lærer mer om Generalbudsjettligningen i emnet “SØK100 Makroøkonomi”.
18Dersom du ikke har formelen for %-vis endring i hodet, se forelesningsnotater. Skal man dele med I1 = 350
eller I2 = 400 n˚ar man skal finne den %-vise økningen?
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Oppgave 5: ( faktorisering og nullpunkter )
Faktoriser funksjonene: 19
a) f(x, y) = 9y2 + 2xy + 1
9
x2
b) g(t) = 1
4
t4 − t3 + t2
c) h(q, p) = 9q2p− 4p3
For hvilke verdier eller kombinasjoner av variablene er funksjonene null? 20

Figur 5: Faktorisering.
19Ha kompendiet foran deg. Finn kvadratsetningene og konjugatsetningen i kompendiet og bruk disse setningene
n˚ar du løser denne oppgaven.
20Denne oppgaven illustrerer det faktum at nullpunktene ofte er mer iøyenfallende dersom man faktoriserer. Se
f.eks. side 64 i kompendiet.
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Oppgave 6: ( andregradsligning )
I oppgave 2 s˚a vi p˚a løsningsmengden for lineære ligningssystem.
I denne oppgaven skal vi se p˚a løsningsmengden for nullpunktene til en andregradsligning.
Andregradsligninger og lineære ligninger er forskjellige, og løses ogs˚a p˚a forskjellige ma˚ter.
En andregradsfunksjon er p˚a formen:
f(x) = ax2 + bx + c , (26)
hvor a, b og c er konstanter. Nullpunktene til denne andregradsligingen er de verdi(ene) av x hvor
funksjonsverdien er null, dvs. der funksjonen skjærer x-aksen:
f(x) = 0 (27)
Disse verdi(ene) av x er bestemt av ABC-formelen:
x1,2 =
−b±√b2 − 4ac
2a
(28)
Leddet som st˚ar inne i kvadratroten, b2 − 4ac, kalles diskriminanten.
For diskriminanten finnes det tre muligheter:
• b2 − 4ac < 0
• b2 − 4ac = 0
• b2 − 4ac > 0
For en andregradsligning finnes det derfor ogs˚a tre alternativer for antall løsninger:
• 1 løsning
• 2 løsninger
• ingen løsninger
10
a) I vedlegg B ser du en tabell. Fyll ut tabellen. 21
b) Tegn prinsippskisser som illustrerer de tre alternativene for løsningsmengden. 22
c) Regn ut diskriminanten b2 − 4ac og finn eventuelle nullpunkt(er) til:
f(x) = 2x2 + 4x + 2 (29)
d) Regn ut diskriminanten b2 − 4ac og finn eventuelle nullpunkt(er) til:
g(x) = 2x2 + 4x− 2 (30)
e) Regn ut diskriminanten b2 − 4ac og finn eventuelle nullpunkt(er) til:
h(x) = x2 + 4x + 8 (31)

21Skriv ut vedlegg B, fyll ut tabellen og legg ved den utfylte tabellen i din besvarelse. Husk a˚ skriv navnet ditt
p˚a vedlegget (øverst til høyre).
22Tegn et koordinatesystem uten a˚ tegne p˚a noen skala p˚a aksene. I denne oppgaven er det kun en prinsippskisse
vi er p˚a jakt etter.
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Oppgave 7: ( brøkregning )
Trekk sammen brøkene og gjør forenklinger om mulig:
a) 3
2a
− 6
3a
+ 1
a
b) − 2y
x2y2
+ 2+x
x2y
+ 1−y
xy2
c) z−1
z+1
− 1−z
z−1 − 4z−22z+2

Oppgave 8: ( potenser / Cobb-Douglas nyttefunksjon / “SØK200 Mikroøkonomi” )
Gitt Cobb-Douglas nyttefunksjonen
U(x1, x2) =
1
2
x
1
3
1 x
2
3
2 (32)
Finn funksjonsverdien til U(x1, x2) uten bruk av kalkulator n˚ar:
23
a) x1 = 27 og x2 = 8
b) x1 = 8 og x2 = 27

Oppgave 9: ( 2.-gradsligninger )
Finn eventuelle løsninger til ligningene: ( jfr. oppgave oppgave 5 )
a) x2 − 3x− 10 = 0
b) 6y2 − y − 1 = 0
c) 1
z−1 =
1
z+1
+ 1
12

23Tips: bruk at 27 = 33 og 8 = 23.
12
Vedlegg  A 
                   (oppgave  2) 
Løsningsmengde: Kommentar: Betegnelse: 
Oppgave  2: 
Navn:    ______________________ 
Vedlegg  B 
                   (oppgave  6) 
Diskriminant: Løsningsmengde: 
Oppgave  6: 
Navn:    ______________________ 

Øving  2 
(2016) 
Oppgavesett nr. 2
“MAT100 Matematikk”, 2016
Innleveringsfrist: mandag 26. sept. kl. 14:00.
Oppgave 1: ( lineære funksjoner , to-punktsformelen )
a) Bestem ligningen til den rette linjen som g˚ar gjennom punktene: 1
i) f(x): (x1, y1) = (0, 1) og (x2, y2) = (4, 3)
ii) g(x): (x1, y1) = (−2, 6) og (x2, y2) = (1, 3)
b) Lag verditabell og plott de rette linjene y = f(x) og y = g(x) i en og samme figur
for intervallet x ∈ [−4, 6].
c) Finn skjæringspunktet mellom grafene: 2
i) grafisk 3
ii) analytisk 4

Figur 1: Rett linje.
1Bruk gjerne to-punktsformelen for lineære funksjoner. Se kompendiet.
2A˚ finne skjæringspunktet vil si a˚ finne (x, y) bestemt av f(x) = g(x).
3Grafisk, dvs. ved avlesning fra figuren i oppgave 1b.
4Analytisk, dvs. ved regning.
1
Oppgave 2: ( lineære funksjoner , ett-punktsformelen )
a) Finn ligningen for den rette linjen som g˚ar gjennom punktet P og har stigningstallet a: 5
i) f(x): P = (−2, 1) og a = 3
ii) g(x): P = (2, 3) og a = 0
iii) h(x): P = (0, 8) og a = 0
b) Lag verditabell og plott de rette linjene f(x), g(x) og h(x) i en og samme figur
for intervallet x ∈ [−3, 1].
c) Hvor mange skjæringspunkt(er) kan det maksimalt være mellom to lineære funksjoner? 6
d) Hvor mange nullpunkt(er) kan det maksimalt være for en lineære funksjon? 7

1 2 3 
Figur 2: Tre likeverdige ma˚ter a˚ skriv en lineær ligning p˚a.
5Bruk gjerne ett-punktsformelen for lineære funksjoner. Se kompendiet.
6F.eks., hvor mange skjæringspunkt er det mellom g(x) og h(x)? Og mellom f(x) og g(x)? I denne oppgaven
behøver du ikke gjøre noen utregninger. Du behøver heller ikke finne finne skjæringspunktene. Bare skriv ned hvor
mange skjæringspunkter man maksimalt kan ha.
7Hvor mange nullpunkter har f(x)? Og g(x)? I denne oppgaven behøver man ikke gjøre noen utregninger.
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Oppgave 3: ( økonomi , skiftanalyse , “SØK200 Mikroøkonomi” )
Et av Moldes spisesteder/kaffebar er “Rød”. I lunsjtiden tilbys blant annet sm˚aretter.
Anta at antall personer som kommer innom “Rød” i lunsjtiden for a˚ spise en sma˚rett,
er gitt ved:
x(p) = α− βp (1)
hvor
x(p) = antall personer som kommer innom i lunsjtiden og spiser en sma˚rett, (2)
dvs. etterspørsel
p = prisen p˚a en sm˚arett, NOK (3)
α = 100 (koeffisient) (4)
β = 0.5
1
NOK
(koeffisient) (5)
a) Vis, via lign.(1), at prisen p sfa.8 etterspørsel x kan skrives:
p(x) = − 1
β
· x + α
β
(6)
Figur 3: Rød.
8sfa. = “som funksjon av“
3
b) Lag verditabell og plott prisen p(x) sfa. x for intervallet x ∈ [0, 100]. 9
c) Gi en tolkning av konstantleddet i lign.(6), dvs. gi en (økonomisk) tolkning av p(0):
p(0) =
α
β
=
100
0.5
NOK = 200 NOK (7)
d) Finn nullpunktet for p(x). 10
e) Gi en tolkning av nullpunktet du fant i oppgave 3d.
f) Marker nullpunktet fra oppgave 3d og konstantleddet fra oppgave 3c p˚a figuren i 3b.
g) Restaurantsjef p˚a “Rød” bestemmer seg for a˚ prise sma˚rettene til p = 50 NOK.
Hvor mange personer kommer innom da, ifølge lign.(1), for a˚ kjøpe en sma˚rett i lunsjen?
Løs oppgaven:
i) grafisk 11 ( bruk figuren fra oppgave 3b )
ii) analytisk 12
9Bruk verdiene for koeffisientene som gitt i lign.(4) og (5).
10Dvs. finn x som er slik at p(x) = 0.
11Grafisk, dvs. ved avlesning.
12Analytisk, dvs. ved regning.
4
h) Anta at en potensiell lunsjkunde f˚ar lønnsp˚alegg fra sin arbeidsgiver.
Kunden kan dermed øke lunsjbudsjettet sitt. Anta videre at lunsjkunden har to m˚ater
a˚ oppfatte spisestedet “Rød” p˚a, med tilhørende konsekvenser i kjølevannet av
lønnsp˚alegget:
1) “Rød” sine sm˚aretter er best i byen.
Kunden spiser oftere lunsj p˚a “Rød”. Etterspørselen vil øke.
2) “Rød” sine sm˚aretter er ikke best i byen.
Det finnes bedre og dyrere lunsjalterantiver i sentrum.
Kunden velger derfor andre lunsjalterantiver enn “Rød”.
Etterspørselen vil synke.
Budsjettøkningen vil dermed f˚a forskjellige konsekvenser for “Rød” sitt vedkommende,
avhenging av situasjon 1) eller 2) ovenfor.
Figur 4 nedenfor inneholder to grafer. Disse grafene illustrerer situasjonene 1) og 2).
Hvilken graf og situasjon hører sammen? 13 14
x x 
p   ( pris ) 
( skift til venstre, 
  negativt skift )   
( skift til høyre, 
  positivt skift )   
p   ( pris ) 
( etterspørsel ) ( etterspørsel ) 
A: B: 
Figur 4: Graf A og B.

13I markedsteorien studeres ofte virkningene av skift i tilbuds- og etterspørselkurven. Det kalles “skiftanalyse”.
Dette lærer men mer om i blant annet “SØK200 Mikroøkonomi”.
14Her behøves det ingen utregninger. Bare skriv ned hvilken situasjon som hører til hvilken figur.
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Oppgave 4: ( kvadratiske funksjoner )
Gitt den kvadratiske funksjonen f(x): 15
f(x) = −x2 + x+ 2 (8)
a) Lag verditabell og plott den kvadratiske funksjonen f(x) for intervallet x ∈ [−2, 3].
b) Finn nullpunktene til f(x). 16
c) Faktoriser f(x). 17
d) Hva er maksimumspunktet til f(x)? Løs oppgaven grafisk. 18

15Jfr. oppgave 1c i øving 1.
16Dvs. finn den/de verdien(e) for x som gjør at f(x) = 0. Hvilken formel kan du bruke for denne 2. gradsligningen?
17Siden vi kjenner nullpunktene til f(x), kan vi da skrive ned det faktoriserte uttrykket for f(x) helt “uten
videre”, dvs. uten regning?
18Grafisk, dvs. ved avlesning.
6
Oppgave 5: ( %-regning , økonomi , “BØK105 Finansregnskap 1” )
Butikken “Louise Odier” p˚a kjøpesenteret MoldeTorget beregner en p˚aslagsfaktor:
fp˚a = 270 % =
270
100
= 2.7 (9)
p˚a de nye høstjakkene 19. P˚aslaget regnes ut fra innkjøpsprisen. Anta at en av de nye jakkene har
en innkjøpspris p0 til butikken p˚a:
p0 = 540 NOK (10)
a) Vis at utsalgsprisen put p˚a jakkene er gitt ved følgende formel:
20
put = p0 ·
(
1 + fp˚a
)
(11)
b) Sett inn tall som oppgitt i oppgaven og finn utslagsprisen put p˚a jakkene i NOK
ved hjelp av lign.(11).
Figur 5: MoldeTorget.
19Legg merke til at for økning, minkning, p˚aslag og avslag s˚a gir det mening a˚ snakke om over 100 %.
20Hint: put = innkjøpspris + p˚aslag. I denne oppgaven f˚ar du ogs˚a bruk for enkel faktorisering.
7
Senere p˚a høsten er det salg. Butikken reklamerer da med et avslag p˚a:
fav = 80 % =
80
100
= 0.80 (12)
c) Vis at fortjenesten pi p˚a en jakke ved høstsalget er gitt ved: 21
pi = p0 ·
[
(1− fav)(1 + fp˚a) − 1
]
(13)
d) Sett inn tall som oppgitt i oppgaven og finn fortjenesten pi til butikken i NOK.
Kommenter svaret!
e) Vis at butikken g˚ar i null, dvs. ingen fortjeneste pi = 0, dersom fp˚a og fav oppfyller
følgende sammenheng:
fp˚a =
fav
1 − fav (14)
f) Med et avslag p˚a fav = 80 % som i lign.(12), hvor stort m˚a p˚aslaget fp˚a være
for at butikken skal g˚a i null?

21Hint: pi = inntekt− kostnad = (1− fav) · put − p0
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Oppgave 6: ( økonomi , avskrivning , “BØK105 Finansregnskap 1” )
Maskinentreprenørbedriften L.A. Nordhaug AS driver med alt innen graving, sprengning og masse-
transport. De vurderer a˚ kjøpe en ny Moxy dumper. Anta at den bokførte verdien av dumperen er
beskrevet av funksjonen V (t), der t = tiden regnet fra kjøpsdagen. Dumperen koster 2.5 millioner
NOK, dvs.:
V (0) = 2 500 000 NOK (15)
Bedriften regner med at dumperen har en økonomisk levetid p˚a 5 a˚r. Etter denne økonomiske
levetiden p˚a 5 a˚r har dumperen ingen økonomisk verdi, dvs.:
V (5) = 0 NOK (16)
Anta videre at bedriften gjør lineære avskrivninger, dvs. verdien V sfa.22 tiden t er p˚a formen:
V (t) = a · t+ b (17)
hvor koeffisientene a og b er konstanter.
Figur 6: L.A. Nordhaug AS.
22sfa. = “som funksjon av“
9
a) Bestem tallverdien p˚a koeffisienten a. 23
b) Hva slags tolkning har koeffisienten a, sett ut fra et økonomisk st˚asted?
c) Bestem tallverdien p˚a koeffisienten b. 24
d) Hva slags tolkning har koeffisienten b, sett ut fra et økonomisk st˚asted?
e) Lag verditabell og plott verdien V (t) for tidsintervallet t ∈ [0, 5] a˚r.
Marker prisen p˚a dumperen V (0) = 2 500 000 NOK p˚a figuren.
Isteden for a˚ avskrive verdien p˚a maskinen til null etter 5 a˚r s˚a inng˚ar L.A. Nordhaug AS en avtale
med leverandøren om a˚ selge dumperen tilbake etter 5 a˚r til avtalt pris. Denne prisen, som kalles
utrangeringsverdien (restverdi), ble p˚a anskaffelsestidspunktet avtalt til a˚ være 1/2 million NOK:
V (5) = 500 000 NOK ( utrangeringsverdien ) (19)
f) Bestem tallverdien p˚a koeffisienten a n˚a, n˚ar utrangeringsverdien er inkludert.
g) Endres koeffisienten b i dette tilfellet? 25
h) Plott den ny verdien V (t) for tidsintervallet t ∈ [0, 5] a˚r, n˚ar utrangeringsverdien er inkludert.
Tegn grafen i samme figur som oppgave 6e.
i) Marker utrangeringsverdien p˚a figuren.

23Stigningstallet a for en rett linje V (t) er:
a =
∆V
∆t
(18)
hvor ∆V = sluttverdi - startverdi og ∆t = sluttid - starttid. Forventer du et positivt eller negativt stigningstall?
24I denne oppgaven behøves ingen regning. Du kan bare skrive ned svaret uten utregninger.
25I denne oppgaven behøves ingen regning.
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Oppgave 7: ( logistikk , lagerstyring , “SCM200 Lager- og produksjonsstyring” )
Hustadmarmor AS er en stor produksjonsfabrikk i Elnesv˚agen i Fræna kommune. Bedriften pro-
duserer og leverer “slurry”. Slurry er en flytende hvit væske produsert fra kalkstein og marmor
som brukes i fyllmasseindustrien over hele verden, blant annet i papir og tannkrem, se figur 7.
Slurry produseres i to steg:
• Knuseprosess: kalkstein knuses og males til sand
• Blandingsprosess: sanden blandes med vann og kjemikalier som til slutt blir slurry
N˚ar slurryen er ferdigprodusert s˚a lagres den i en stor lagertank. Vi skal i denne oppgaven se p˚a
hvordan vi kan styre lagerniv˚aet i tanken ved hjelp av enkle matematiske lineære modeller.
Hustadmarmor AS overv˚aker lagerniv˚aet kontinuerlig ved hjelp av høydema˚lere i tanken. Lager-
niv˚aet kan beskrives av balanseligningen ved tiden t: 26
i(t) = q(t)︸︷︷︸
inn
− d(t)︸︷︷︸
ut
+ i0 (20)
hvor (tiden t ma˚les i antall timer)
i(t) = antall tonn slurry p˚a lager i tanken ved tiden t, (“inventory”) (21)
q(t) = antall tonn slurry inn i tanken ved tiden t, dvs. produksjon (22)
d(t) = antall tonn slurry ut av tanken ved tiden t, dvs. etterspørsel, (“demand”) (23)
i0 = 10 000, dvs. lagerniv˚aet ved tiden t = 0 (i tonn slurry) (24)
Figur 7: Hustadmarmor. Slurry.
26Balanselikningen er svært sentral i all lagerstyring.
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Anta at etterspørselsraten D av slurry er konstant, dvs. etterspørselen d(t) er lineær i tid:
d(t) = Dt (25)
hvor D alts˚a er den konstante etterspørselsraten. Anta videre at produksjonshastigheten α av
slurry hos Hustadmarmor ogs˚a er konstant, dvs. produksjonen q(t) er linær i tid:
q(t) = αt (26)
hvor α alts˚a er produksjonshastigheten, antall tonn slurry produsert per time. Denne produksjons-
hastigheten α kan bestemmes av Hustadmarmor.
a) Vis, ved lign.(20), at lagerniv˚aet kan beskrives av følgende ligning:
i(t) = (α−D)t+ i0 (27)
b) Anta at:
α = 2
tonn
time
, D = 3.5
tonn
time
(28)
Lag verditabell og plott i(t), dvs. i sfa. t, for intervallet t ∈ [0, 10 000].
c) Hva er problemet med valget α = 2 tonntime , og ved hvilket tidspunkt t oppst˚ar problemet?
27
d) I lys av problemet fra oppgave 7c s˚a bestemmer Hustadmarmor seg for a˚ øke
produksjonshastigheten av slurry til α = 4 tonn/time.
Lag verditabell og plott i(t), dvs. i sfa. t, for intervallet t ∈ [0, 10 000].
Plott gjerne grafen i samme figur som grafen fra oppgave 7b.
27Ang˚aende “ved hvilket tidspunkt t oppst˚ar problemet”, oppgi svaret i antall m˚aneder.
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e) Anta at tanken vi ser p˚a har maksimal kapasitet imax = 20 000 tonn slurry.
Hva er problemet med valget α = 4 tonntime , og ved hvilket tidspunkt t oppst˚ar problemet?
28
f) I lys av problemene fra oppgave 7c og 7e, hvilken produksjonshastighet α bør
Hustadmarmor benytte?
Hvordan blir lagerfunksjonen i(t) da, og gi en kort tolkning av situasjonen.
 
BLANDING 
 TANK 
KNUST 
KALKSTEIN 
VANN 
+ 
KJEMI-
KALIER 
40 % 
β   α = 3.5  
tonn/time 
60 % 
( inn ) 
γ 
( inn ) 
( ut ) 
Figur 8: Produksjon av slurry.
g) I denne deloppgaven antar vi at Hustadmarmor bestemmer seg for a˚ justere
produksjonshastigheten til α = 3.5 tonntime .
Hustadmarmor ønsker videre a˚ balansere blandingsprosessen. A˚ balansere
blandingsprosessen betyr at raten av “knust kalkstein” og “vann + kjemikalier”
skal summere seg opp til a˚ bli lik produksjonshastigheten α, se figur 8:
inn = ut (balanse) (29)
γ + β = α (30)
hvor
γ = antall tonn “vann + kjemikalier” inn per time (31)
β = antall tonn “knust kalkstein” inn per time, (“knusehastigheten ′′) (32)
α = antall tonn slurry ut per time, (produksjonshastighet) (33)
28Ang˚aende “ved hvilket tidspunkt t oppst˚ar problemet”, oppgi svaret i antall a˚r.
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Anta at slurry best˚ar av 40 % knust kalkstein og 60 % vann/kjemikalier, se figur 8.
Anta videre at ratene α, β og γ er konstante.
Hva ma˚ “knusehastigheten” β være for at blandingsprosessen skal være balansert?
Og hva er γ da? 29
h) Den matematiske modellen i lign. (27) gjelder bare for konstant etterspørselsrate D.
Men Hustadmarmor er fullstendig klar over at etterspørselen egentlig ikke er konstant.
For a˚ nærme seg den virkelige situasjonen med svingninger i etterspørselen s˚a
bestemmer Hustadmarmor seg for a˚ fortsatt modellere niv˚aet av slurry i tanken
via i lign. (27), dvs. med konstant etterspørselsrate D og konstant produksjonshastighet α,
men de vil i tillegg ha et sikkerhetslager is.
30
Anta Hustadmarmor bestemmer seg for at sikkerhetslageret skal være
is = 12 000 tonn (34)
Bestem produksjonshastigheten α og “knusehastigheten” β slik at Hustadmarmor
oppn˚ar denne situasjonen i løpet av t = 1000 timer. 31
i s  =  12 000 tonn 
imax = 20 000 tonn 
i 0  =  10 000 tonn 
i(t) 
Figur 9: Lagerniv˚a i(t) samt imax, is og i0.

29Man behøver svært lite regning for a˚ finne svarene i denne oppgaven.
30Et sikkerhetslager er et reservelager for sikre seg mot at man g˚ar tom for r˚astoff.
31Bruk lign.(27) for a˚ finne α. Finn deretter β.
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Oppgavesett nr. 3
“MAT100 Matematikk”, 2016
Innleveringsfrist: mandag 10. okt. kl. 16:00.
Oppgave 1: ( “hjørneløsningsmetoden” , LP , logistikk og økonomi )
I denne oppgaven skal vi se p˚a “hjørneløsningsmetoden” som vi har g˚att gjennom i forelesningene.
Metoden dreier seg om optimalisering av et lineær programmeringsproblem, et “LP” problem.
Bedriften “Møretank A/S” produserer to typer varmtvannstanker, type 1 og type 2. I den sam-
menheng intoduserer vi to typer beslutningsvariablene:
X1 = antall produserte varmtvannstanker av type 1
X2 = antall produserte varmtvannstanker av type 2
Bedriften har begrensert med ressurser. De har kun 300 motorer, 1528 arbeidstimer og 2000 dm
rør tilgjengelig. Disse restriksjonene kan man angi som lineære kombinasjoner av beslutnings-
variablene:
restriksjoner :

X1 + X2 ≤ 300 (motorer)
8X1 + 4X2 ≤ 1528 (arbeidstimer)
14X1 + 18X2 ≤ 4500 (rør)
(1)
I tillegg til dette ma˚ selvsagt ogs˚a beslutningsvariablene være positive, dvs. X1 ≥ 0 og X2 ≥ 0.
Figur 1: Møretank A/S.
1
Anta at inntekten I(X1, X2) til bedriften er gitt ved:
I(X1, X2) = 367X1 + 288X2 (2)
Møretank A/S ønsker a˚ maksimere dette inntekten under restriksjonene beskrevet i lign.(1).
a) Hvor mange timer bruker Møretank A/S p˚a a˚ lage en tank av type 1? Og type 2? 1
b) Gjør om ulikhetene til likheter og vis at restriksjonene X2 sfa.
2 X1 kan skrives
X2(X1) = 300−X1 (3)
X2(X1) = 382− 2X1 (4)
X2(X1) = 250− 7
9
X1 (5)
c) Plott lign.(3), (4) og (5) i en og samme figur. 3
d) Skraver det omr˚adet i figuren som tilfredsstiller alle restriksjonene.
e) Vil motorer være en begrensende ressurs for noen mulige kombinasjoner av X1 og X2?
1I denne oppgaven skal du ikke regne deg frem til svaret. Bare skriv ned svaret direkte. Uten regning.
2sfa. = “som funksjon av”
3Bruk X2 p˚a y-aksen og X1 p˚a x-aksen. Lag verditabell for hver av de tre grafene.
2
f) Inntekten i lign.(2) skal maksimeres under restriksjonene beskrevet av lign.(1).
Dette er et LP optimaliseringsproblem som kan løses grafisk.
i) Indiker alle hjørneløsninger p˚a figuren fra 1c.
ii) Les av alle hjørneløsninger 4 fra grafen og regn ut tilhørende I(X1, X2).
iii) Hvilken kombinasjon av X1 og X2 gir maksimal I(X1, X2)?

4Dvs. les av koordinatene (X1, X2) for alle hjørneløsninger.
3
Oppgave 2: ( nullpunkter )
Nedenfor ser du 12 sentrale formler/kommentarer/navn som vi har lært om s˚a langt i
“MAT100 Matematikk”.
I vedlegg A finner du en tabell med 12 ledige ruter.
Plasse`r formlene/kommentarene/navnene nedenfor i riktig rute. 5
max 2 stk. nullpunkt (6)
1. grads lign. (7)
g(x) = ax2 + bx + c (8)
x = − b
a
(9)
3. grads lign. (10)
x1,2 =
−b±√b2 − 4ac
2a
(11)
komplisert formel/prøve og feilemetoden/polynomdivisjon (12)
f(x) = ax + b (13)
max 3 stk. nullpunkt (14)
2. grads lign. (15)
max 1 stk. nullpunkt (16)
h(x) = ax3 + bx2 + cx + d (17)
5Skriv ut vedlegg A, skriv inn for h˚and i riktig rute og lever inn arket sammen med resten av besvarelsen. Husk
a˚ skrive p˚a navnet ditt p˚a arket.
4
Oppgave 3: ( % regning )
Sundb˚aten er en passasjerrute med b˚at mellom de fire bydelene (“landene”) Gomalandet, Kirke-
landet, Nordlandet og Innlandet i Kristiansund. Den totale omsetningen for Sundb˚aten i 2009 var
5.7 millioner NOK: 6
T2009 = 5.7 mill. NOK (18)
I 2010 økte omsetningen med 3.1 %. Og i 2011 økte omsetningen med 3.5 %:
p2010 = 3.1 % =
3.1
100
= 0.031 (19)
p2011 = 3.5 % =
3.5
100
= 0.035 (20)
a) Vis at omsetningen i 2011, T2011, er gitt ved:
7
T2011 = T2009
(
1 + p2010
)(
1 + p2011
)
(22)
b) Bruk lign.(22) og finn den numeriske verdien for omsetningen i 2011.

Figur 2: Sundb˚atene “Rapp” og “Angvik”.
6Notasjonen T er motivert ut fra det engelske ordet “turnover”, dvs. omsetning.
7Man kan gjerne vise lign.(22) ved a˚ se p˚a ett a˚r av gangen:
T2010 = T2009 + T2009 · p2010 (21)
. Tilsvarende er for T2011.
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Oppgave 4: ( oversikt over formler )
Nedenfor ser du 14 sentrale formler som vi har lært om s˚a langt i “MAT100 Matematikk”.
I vedlegg B finner du en tabell med 14 ledige ruter. Plasser formlene nedenfor i riktig rute. 8
a
b
+
c
b
=
a + c
b
(23)
K(x) = ax2 + bx + c (24)
f(x) =
P (x)
Q(x)
(25)
a
b
=
a c
b c
(26)
(a + b)(a− b) = a2 − b2 (27)
TR(x) = I(x)−K(x) (28)
b− a
a
· 100 % (29)
(a− b)2 = a2 − 2ab + b2 (30)
K(x) = ax3 + bx2 + cx + d (31)
a c
b c
=
a
b
(32)
TEK(x) =
K(x)
x
(33)
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 (34)
K(x) = ax + b (35)
I(x) = p(x)x (36)
8Skriv ut vedlegg B, skriv inn for h˚and i riktig rute og lever arket sammen med resten av besvarelsen din.
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Oppgave 5: ( kostnads- og inntektsfunksjoner / “BØK105 Finansregnskap 1” )
Firmaet Lorentz A. Lossius A/S i Kristiansund produserer klippfisk til eksport, særlig til landene
Portugal og Brasil. Basert p˚a erfaring viser det seg at kostnadsfunksjonen K(x) for en gitt ma˚ned
typisk har en kvadratisk form, dvs.:
K(x) = ax2 + bx + c (37)
hvor x = antall kg klippfisk produsert den gitte ma˚neden og hvor a, b og c er konstanter.
a) Anta at prisen for klippfisken er p. Vis at det totale resultatet TR(x) for firmaet
er gitt ved:
TR(x) = (p− b)x− ax2 − c (38)
b) Total enhetskostnad, dvs. kostnad per kg klippfisk, er definert ved: TEK(x)
def.
= K(x)
x
.
Vis at denne er gitt ved: 9
TEK(x) = ax + b +
c
x
(39)
Figur 3: Lorentz A. Lossius A/S.
9Fra oppgave 4 i denne øvingen har vi formelen: ab +
c
b =
a+c
b .
7
c) Forskjellige typer klippfisk har forskjellig pris og forskjellig kostnad.
Konstantene a, b, c og p er derfor spesifikk for en gitt type fisk. La oss anta at
for den bestemte typen klippfisk som vist i figur 3 (filet utbenet skinnfri) s˚a gjelder:
a = 0.3
NOK
kg2
(40)
b = 10
NOK
kg
(41)
c = 21 000 NOK (faste kostnader) (42)
p = 370
NOK
kg
(43)
Funksjonene TEK(x), TR(x) og K(x) er plottet i figur 4 med konstantene
som gitt i lign.(40)-(43).
Hvilken graf og funksjon hører sammen? 10
x x x 
Figur 4: Hvilken graf og funksjon TEK(x), TR(x), K(x) hører sammen?
10Skriv inn TEK(x), TR(x) og K(x) i riktig rute i figur 4. Skriv ut denne siden og lever inn arket sammen med
resten av besvarelsen din.
8
d) i) Hvor mange kg klippfisk ma˚ firmaet produsere per ma˚ned for a˚ minimere
gjennomsnittlig enhetskostnaden TEK(x)?
Løs oppgaven grafisk. 11
ii) Marker minimumspunktet for gjennomsnittlig enhetskostnad TEK(x) p˚a rett graf
i figur 4. 12
e) i) Hvor mange kg klippfisk ma˚ firmaet produsere per m˚aned for a˚ maksimere
totalt resultat TR(x)?
Løs oppgaven grafisk.
ii) Marker maksimumspunktet for totalt resultat TR(x) p˚a rett graf i figur 4.
f) Oppn˚as minimum for gjennomsnittlig enhetskostnad, TEKmin, for samme verdi av x
som maksimum av resultatet TRmax?
11Grafisk, dvs. ved avlesning fra rett graf i figur 4.
12Skriv ut side 8 i dette oppgavesettet og legg ved i din besvarelse.
9
N˚a skal vi løse oppgavene 5d og 5e en gang til. Men denne gangen skal vi gjøre det ANALYTISK,
dvs. ved regning.
g) i) Vis at antall kg klippfisk som ma˚ produseres en bestemt ma˚ned for a˚
minimere gjennomsnittlig enhetskostnad TEK(x) er gitt ved:
x =
√
c
a
(44)
ii) Med verdiene for konstantene som i lign.(40) og (42), hva er den numeriske
verdien for x i lign.(44)?
h) i) Vis at antall kg klippfisk som ma˚ produseres en bestemt ma˚ned for a˚
maksimere resultatet TR(x) er gitt ved:
x =
p− b
2a
(45)
ii) Med verdiene for konstantene som i lign.(40), (41) og (43), hva er den numeriske
verdien for x i lign.(45)?
i) Stemmer de grafiske løsningene og de analytiske løsningene overens?

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Oppgave 6: ( derivasjon )
Deriver funksjonene:
a) f(x) = 3
√
x2 − 1
b) f(x) = 13√x2−1
c) f(x) = 5 + x2 − x
x3+x
d) f(x) = (ax2 + bx)(cx + d), hvor a, b, c og d er konstanter.
e) f(x) =
(
x+1
x−1
)3

Figur 5: Visualisering av den deriverte i et punkt (figur til venstre) og gjennomsnittlig stigningstall
for intervallet mellom punkt A og B (figur til høyre).
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Oppgave 7: ( logistikk / “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” )
Glamox AS er en produsent av lysarmatur og varmeovner. Fra fabrikken i Molde leverer Glamox
produkter til forhandlere over hele verden, blant annet USA.
Vi skal i denne oppgaven se p˚a transporten av varmeovner av typen “TPA 1000W Panel” til USA,
se figur 6. Disse varmeovnene blir produsert i Molde og skal transporteres til en forhandler i USA
som har mottak b˚ade i Los Angeles, Miami og New York. Forhandleren transporterer deretter
varmovnene videre til utsalg over hele USA.
Glamox leier lasteskip med containere som transportmiddel 13. Glamox bruker tre forskjellige
rederier:
• CMA Group
• Hapag-Lloyd
• Maersk
som alle har ruter til b˚ade Los Angeles, Miami og New York.
New York Los Angeles Miami 
Molde 
TPA 1000W Panel 
Figur 6: Transport til New York, Los Angeles og Miami.
13Glamox kan bruke en vilk˚arlig fraksjon av en container, dvs. de kan f.eks. bestille 0.7 containere.
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Vi skal i denne oppgaven hjelpe Glamox til a˚ bestemme hvilket rederi som skal benyttes til de tre
destinasjonene og hvor mye som skal sendes med hver av dem.
N = New York 
M = Miami 
L = Los Angeles 
2 = Hapag-Lloyd 
3 =  Maersk 
1 = CMA Group 
   D = ”demand”  
   = etterspørsel: 
DN = 200 
DM = 300 
Kapasitet: 
K2= 300 
K3 = 300 
K1 = 100 
DL = 200 
9 
5 
4 
7 
8 
4 
3 
5 
5 
Figur 7: Indeksering / notasjon.
Tallene som st˚ar ved pilene i figur 7 er tilsvarende kostnad per container i antall 1000 NOK.
Transportkostnaden for en container til New York-ruten med rederiet Maersk er 3, osv. 14
For a˚ kunne beskrive kostnaden for dette problemet ma˚ vi se p˚a datastørrelser, variabler, ma˚lfunksjon
og restriksjoner: 15
14Legg merke til at rekefølgen av indekseringen til rederiene er alfabetisk. Da er det lettere a˚ huske.
15Vi skal n˚a gjøre en matematisk modellering.
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1) Datastørrelser:
Datastørrelser er størrelser som ikke vi kan endre eller p˚avirke i løpet av planleggingsfasen. I v˚art
tilfelle har vi skipskapasiteter, etterspørsler og rutekostnader som datastørrelser:
New York 
    ( N ) 
 Los Angeles 
       ( L )   
  Miami 
   ( M ) 
Hapaq-Lloyd 
        ( 2 ) 
 Maersk 
    ( 3 ) 
CMA Group 
        ( 1 )  
4 
7 
3 4 
5 9 
8 5 5 
Transport- 
  kostnad Etterspørsel 
200 
200 
300 
Kapasitet 100 300 300 
Figur 8: Datastørrelser.
2) Variabler:
Variablene er de størrelsene som vi kan bestemme selv. I v˚art tilfelle har vi hvor mange containere
vi skal sende for hver rute. Vi har 9 variabler: 16
XL1 = antall containere til Los Angeles fra rederi CMA Group
XM1 = Miami CMA Group
XN1 = New York CMA Group
XL2 = antall containere til Los Angeles fra rederi Hapaq-Lloyd
XM2 = Miami Hapaq-Lloyd
XN2 = New York Hapaq-Lloyd
XL,3 = antall containere til Los Angeles fra rederi Maersk
XM3 = Miami Maersk
XN3 = New York Maersk
Alle disse variablene kan ikke være negative, dvs. XL1 ≥ 0, osv.
16Legg merke til indekseringen, dvs. notasjonen:
L = Los Angeles, M = Miami, N = New York , 1 = CMA Group, 2 = Hapaq-Lloyd, 3 = Maersk
Legg ogs˚a merke til at rekefølgen av indekseringen til rederiene er alfabetisk. Da er det lettere a˚ huske.
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3) Ma˚lfunksjon: ( transportkostnader )
Ma˚lfunksjonen i v˚art tilfelle er de totale transportkostnadene C.
Fra tabellen i figur 8 ser vi at den totale kostnaden er: 17
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3 (46)
4) Restruksjoner:
Dette er de restriksjonene som m˚a være oppfylt for at modellen skal være gjeldende.
Vi har to typer restriksjoner: etterspørsel og skipskapaistet.
Etterspørsel: 18
XL1 + XL2 + XL3 = 200 (etterspørsel i Los Angeles) (47)
XM1 + XM2 + XM3 = 300 (etterspørsel i Miami) (48)
XN1 + XN2 + XN3 = 200 (etterspørsel i New York) (49)
Kapasitet: 19
XL1 + XM1 + XN1 ≤ 100 (kapasitet CMA Group) (50)
XL2 + XM2 + XN2 ≤ 300 (kapasitet Hapag-Lloyd) (51)
XL3 + XM3 + XN3 ≤ 300 (kapasitet Maersk) (52)
Ma˚lfunksjonen i lign. (46) med alle føringene i lign. (47)-(52) utgjør et lineært programmerings-
problem, et LP-problem. Vi skal i denne oppgaven bestemme antall containere for hver rute, dvs.
vi skal bestemme XL1, XL2 osv., slik at transportkostnadene blir minimale, dvs. minst mulig.
17Vi leser av kostnadene pr container i datatabellen, figur 8. Dersom f.eks. XN1 = 50 s˚a koster denne ruten
4XN1 = 4 · 50 = 200, m˚alt i antall 1000 kroner, dvs. totalt 200 000 NOK.
18Legg merke til at disse føringene er likheter.
19Legg merke til at disse føringene er ulikheter.
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a) Vis at problemet er balansert 20,
dvs. vi har akkurat nok total kapasitet til a˚ levere all etterspørsel.
Begrunn hvorfor vi da kan sette likhet istedet for ulikhet i kapasitetsligningene,
dvs. hvorfor kan vi sette likheter i lign. (50)-(52).
b) Ma˚lfunksjonen C i lign.(46), dvs. transportkostnaden til Glamox, er et polynom.
Hva slags grad er dette polynomet?
c) I oppgave 1 i denne øvingen brukte vi ”hjørneløsningsmetoden”.
I oppgave 1f plottet vi, dvs. tegnet, de mulige kombinasjonene av variablene X1 og X2.
Deretter fant vi mulighetsomr˚adet og til slutt leste vi av hjørnepunktene fra figuren.
Optimal løsning er da det hjørnet som gir optimal m˚alfunksjon, dvs. det
hjørnepunktet som gir størst inntekt I(X1, X2).
Hvorfor kan vi ikke bare tegne opp de ulike kombinasjonene av variablene ogs˚a her
i oppgave 7, og deretter bare lese av hjørnepunktene fra figuren? 21
d) Fra oppgave 7c vet vi at det ikke er lett a˚ finne hjørnepunktene grafisk.
Men vi kan derimot regne ut hjørnepunktene.
La oss n˚a foresl˚a / konstruere et hjørnepunkt.
Pga. noen praktiske aspekter s˚a antar vi at:
• New York etterspør 200 containere.
Alle disse kan leveres av Hapag-Lloyd.
Hapag-Lloyd har da plass til 100 containere til. Vi sender disse til Los Angeles.
• 200 containere sendes til Miami med Maersk.
Ut fra opplysningene i kulepunktene over, skriv ned - uten utregninger -
verdiene p˚a variablene XN2 , XL2 og XM3.
20Balanserte transportproblem er enklere a˚ løse enn ubalanserte problemer.
21Det er ingen regning forbundet med denne oppgaven. Bare en begrunnelse. Tips: Hvor mange variabler er det
i oppgave 1? Hvor mange variabler er det i denne oppgaven?
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e) I kapittel 1 i kompendiet og øving 1 lærte vi at for a˚ ha e`n entydig løsning til et
lineært ligningsystem s˚a ma˚ man ha like mange lineært (uavhengige) ligninger
som ukjente. For tilfellet med to ukjent variabler kan dette lett visualiseres i et korrdinatsystem,
se figur 9.
I v˚ar problem, derimot, har vi hele 9 variabler:
XL1, XL2, XL3 , XM1, XM2, XM3 , XN1, XN2, XN3 (53)
Hvor mange ligninger har vi totalt i v˚art problem? 22
Har vi da muligheten til a˚ finne e`n entydig løsning p˚a Glamox sitt transportproblem?
x 
y 
    Én entydig løsning 
 
To ligninger , to ukjente 
 
          ( Kvadratisk ) 
x0 
y0 
y 
Uendelig mange løsn. 
 
En ligning , to ukjente 
 
     ( Underbestemt ) 
x 
y 
     Ingen løsninger 
 
Tre ligninger , to ukjente 
 
     ( Overbestemt ) 
x 
ax + by  = A 
cx +  dy = B 
ax + by  = A’ ax + by  = A’’ 
cx + dy  = B’’ 
ex + fy   = C’’ 
Figur 9: Lineært ligningsystem med to ukjente x og y.
22Jfr. opplysningene p˚a side 15, samt oppgave 7d.
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Tre variabler ble bestemt i oppgave 7d.
La oss n˚a finne de resterende 6 variablene ved regning via kapasitetsligningene
og etterspørselsligningene.
f) Bruk lign. (49) til a˚ bestemme XN1 og XN3.
g) Bruk lign. (51) til a˚ bestemme XM2.
h) Bruk lign. (52) til a˚ bestemme XL3.
i) Bruk lign. (48) til a˚ bestemme XM1.
j) Bruk lign. (50) til a˚ bestemme XL1.
k) Fra deloppgavene foran har vi n˚a funnet verdiene p˚a alle 9 variablene
XL1, XL2, XL3 , XM1, XM2, XM3 , XN1, XN2, XN3
Regn ut tilhørende transportkostnaden C som Glamox har. 23.

23Bruk lign.(46).
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Ark nr. 1 (av 2): 
Kommentar 
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Oppgavesett nr. 4
“MAT100 Matematikk”, 2016
Innleveringsfrist: mandag 24. okt. kl. 16:00.
Oppgave 1: ( derivasjon )
Deriver funksjonene:
a) f(x) = (2x+ 1)(3x2 + 7)
b) f(x) = 2x+1
x2+2
c) f(x) = 6
(3x2+1)2
d) f(x) =
√
x2 + 4
e) f(x) = − 2√
x
+ 2
3
x
√
x
Figur 1: Derivasjon.
1
Oppgave 2: ( logistikk , “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” )
I fagene “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” og “LOG722 Inventory Management” lærer
man blant annet om lagerstyring. Man lærer at det koster penger a˚ ha varer p˚a lager. Den totale
kostnaden TC(Q) per a˚r, “total cost”, forbundet med lager- og bestillingskostnader er: 1
TC(Q) =
Q
2
H︸︷︷︸
lagerkost.
+
D
Q
S︸︷︷︸
ordrekost.
(3)
hvor 2
Q = ordrestørrelse (“quantity”) (4)
H = lagerholdkostnader per enhet per a˚r (H = i · C) (5)
D = etterspørsel per a˚r (“demand”) (6)
S = kostnad per ordre (7)
La oss i oppgave 2a, 2b og 2c vise noen generelle sammenhenger for den gitte totale kostnaden
TC(Q) i lign.(3). Deretter anvender vi disse uttrykkene i et konkret eksempel for en konkret
bedrift.
1Noen ganger inng˚ar ogs˚a leddet D · C i lign.(3), hvor: (C = enhetspris)
D · C = kostnad forbundet med etterspørsel per a˚r (1)
Denne kostnaden har ikke direkte noe med lager- og bestillingskostnader a˚ gjøre. I motsetning til i kompendiet s˚a
velger vi her a˚ utelate dette leddet. Det er noe ulike praksis i forskjellige disipliner om dette leddet er med eller
ikke. Teknisk sett s˚a innser vi ogs˚a at dette leddet ikke spiller noen rolle ifm. optimalt bestillingskvantum, siden
den deriverte av en konstant er null:
d
dQ
D · C = 0 (2)
2Legg merke til at lagerkostnaden Q2 H øker med økende ordrestrørrelse Q, mens ordrekostnaden
D
QS minker
med økende ordrestrørrelse Q.
2
a) Vis at minimum av den totale kostnaden TC(Q) inntreffer n˚ar:
Q
2
H︸︷︷︸
lagerkost.
=
D
Q
S︸︷︷︸
ordrekost.
(8)
dvs. kostnaden minimeres n˚ar:
lagerkostnader = ordrekostnader (9)
Vis ogs˚a at lign.(8) representerer et minimum, og ikke et maksimum. 3
b) i) Vis at lign.(8) er den samme som den velkjente “EOQ”-formelen i lagerstyring: 4
Q∗ =
√
2DS
H
(10)
ii) Gi en tolkning av lign.(10).
c) i) Vis at den totale kostnaden i minimum, dvs. TCmin = TC(Q
∗), er gitt ved:
TCmin =
√
2DSH (11)
ii) Gi en tolkning av lign.(11).
3Tips: Her kan man enten bruke 1. derivasjonstesten eller 2. derivasjonstesten. I dette tilfellet er nok 2. deriva-
jonstesten mest hensiksmessig siden det gir minst arbeid. Ta en titt i kompendiet dersom du ikke husker hva 2.
derivasjonstesten er.
4Notasjon: I emnet “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” brukes notasjonen X∗ istedet for Q∗. I kom-
pendiet brukes faktisk notasjonen EOQ.
3
Farstad Shipping i A˚lesund har inng˚att kontrakt med STX OSV AS om bygging av et nytt
supplyskip til plattformer av typen PSV 07, se figur 2. Dette skipet skal bygges hos STX OSV
Langsten i Tomrefjord. Byggetiden er ca. 3 a˚r. I løpet av disse 3 a˚rene vil STX OSV Langsten
ha et jevnt forbruk av st˚alplater. De trenger 250 tonn st˚alplater per a˚r. Lagerkostnaden er 2 350
NOK per tonn per a˚r. Bestillingskostnadene er 8 000 NOK per bestilling. Dermed:
D = 250
tonn
a˚r
, etterspørsel per a˚r (12)
S = 8 000 NOK , kostnad per ordre (13)
H = 2 350
NOK
tonn a˚r
, lagerholdkostnader per tonn per a˚r (14)
d) Den totale kostnaden TC(Q) gitt ved lign.(3) med de numeriske verdiene som i
lign.(12)-(14) er plottet i figuren p˚a side 5. Fyll ut verditabellene p˚a side 5 og plott:
IC(Q) =
Q
2
H ( lagerkostnaden ) (15)
og
OC(Q) =
D
Q
S (ordrekostnaden) (16)
i figuren p˚a side 5.
Figur 2: Supplyskip bygges i Tomrefjord.
4
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5
e) For hvilken verdi av Q skjærer grafene fra oppgave 2d hverandre? ( Løs oppgaven grafisk 5 ).
f) Hvor mange tonn st˚alplater bør STX bestille per gang for a˚ minimere den totale
kostnaden TC(Q) per a˚r? ( Løs oppgaven grafisk ).
g) Samme som oppgave 2f, men løs oppgaven analytisk. 6
h) Skal løsningene i oppgave 2e, 2f og 2g gi samme svar,
dvs. skal de grafiske løsningene og de analytiske være konsistente?
Dersom de skal det, sjekk at de faktisk er konsistente.
i) Hvor mange bestillinger m˚a STX gjøre per a˚r?
j) Hvor mange dager g˚ar det mellom hver bestilling?
k) i) Hva er STX sin minste a˚rlige kostnad TC(Q), dvs. hva er TCmin for STX?
7
ii) Stemmer dette med figuren p˚a side 5?

5Grafisk, dvs. bare les av figuren p˚a side 5 og skriv ned svaret. Ingen utregninger behøves.
6Analytisk = ved regning. Kan du bruke noen av de analytiske resultatene fra tidligere i oppgaven?
7Løs oppgaven analytisk ved a˚ bruke resultat fra tidligere i oppgaven.
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Oppgave 3: ( ekstremalpunkter )
Gitt den kubiske funksjonen:
f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 3 (17)
med definisjonsmengden Df = [0, 3], dvs. 0 ≤ x ≤ 3. Denne grafen er plottet i figur (3).
a) Finn f ′(x). Skriv den p˚a faktorisert form.
b) Sett opp fortegnsskjema for f ′(x).
c) Finn alle ekstremalpunkter og ekstremalverdier. 8
d) Marker alle ekstremum p˚a grafen i figur (3) p˚a side 8.
Skriv p˚a figuren om det er et lokalt eller globalt ekstremum.
e) Har funksjonen
f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 3 (18)
med definisjonsmengden Df = 〈0, 3〉, dvs. 0 < x < 3, noen globale ekstremalpunkt?
8Dvs. finn de verdiene av x og tilhørende funksjonsverdier f(x) ved ekstremum.
7
x 
f(x) 
Figur 3: Funksjonen f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 3.
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Oppgave 4: ( økonomi , SØK100 Makroøkonomi )
I “SØK100 Makroøkonomi” lærer man om en viktig ligning som heter generalbudsjettligningen.
Generalbudsjettlikningen er en identitet som beskriver tilgangen p˚a og forbruk av varer og tjenester
i et land over en viss tidsperiode. Det er flere versjoner av generalbudsjettligningen. En enkel form
av ligningen er følgende:
Y︷ ︸︸ ︷
Bruttonasjonalprodukt +
IM︷ ︸︸ ︷
Import︸ ︷︷ ︸
tilgang p˚a goder
=
C︷ ︸︸ ︷
Konsum +
I︷ ︸︸ ︷
Investeringer +
G︷ ︸︸ ︷
Offentlige utg. +
X︷ ︸︸ ︷
Eksport︸ ︷︷ ︸
forbruk av goder
(19)
Denne ligningen kan vi ogs˚a skrive p˚a matematisk form: 9
Y + IM︸ ︷︷ ︸
tilgang p˚a goder
= C + I +G+X︸ ︷︷ ︸
forbruk av goder
(20)
Lign.(20) representerer likevekt siden tilgang p˚a goder = forbruk av goder.
Figur 4: Makroøkonomi.
9I mer avanserte utgaver av generalbudsjettligningen skilles det mellom ulike vare- og tjenestetyper i b˚ade
produksjon, import, konsum, investeringer og eksport og offentlig og privat sektor skilles. Generalbudsjettlikningen
danner grunnlaget for noen av de viktigste makroøkonomiske modellene som brukes.
9
La oss se p˚a følgende ISLM-modell:
C = C0 + c(Y − T ) (21)
X = X0 − aY (22)
T = T0 + tY (T=”tax”) (23)
hvor T er skatteniv˚a, (T = “tax”). Videre er C0, I0 og X0 er konstante ledd. Ogs˚a koeffisientene
a, c og t er konstante: 10
a = marginal importrate (0 ≤ a < 1) (24)
c = marginal konsumrate (0 ≤ c < 1) (25)
t = skattesats (0 ≤ t < 1) (26)
Vis at bruttonasjonalprodukt Y kan skrives:
Y = m ·
(
C0 − cT0 + I +G + X0 − IM
)
(27)
hvor 11
m
def.
=
1
1− c(1− t) + a (28)
kalles inntektsmultiplikatoren.
Vi skal bruke dette resultatet i neste oppgave, dvs. i oppgave 5.

10I “SØK100 Makroøkonomi” kalles konstantene a, c og t strukturparametre.
11Ut fra betingelsene i lign.(24)-(26) kan man vise at nevneren til m aldri blir null, dvs. 1− c(1− t) + a 6= 0.
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Oppgave 5: ( økonomi , Haavelmos teorem , SØK100 Makroøkonomi )
Figuren nedenfor viser en lineær funksjon, dvs. rett linje:
f(x) = ax+ b (29)
hvor a og b er konstanter.
i) Liten trekant:
Dersom man deriverer f(x) f˚ar man:
d f
dx
= a (30)
siden d
dx
(ax + b) = a. Uttrykket “dx” betyr at endringen i x er uendelig liten. Uttrykket “df”
betyr at endringen i f er tilsvarede liten. Geometrisk betyr dette at den lille trekanten i figur (5)
er uendelig liten.
Δx 
Δy 
dy 
dx 
x=x0 
x 
y = f(x) 
Liten trekant 
Stor trekant 
Figur 5: En lineær funksjon f(x) = ax+ b. Liten trekant. Stor trekant.
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ii) Stor trekant:
MEN:
For en rett linje (og bare for en rett linje) er stigningstallet det samme overalt p˚a linjen. Det betyr
i for lineære funksjoner behøver man ikke a˚ ha en uendelig liten trekant. Man f˚ar samme svar om
man istedenfor bruker den store trekanten til a˚ regne ut stigningstallet:
∆ f
∆x
= a (31)
Uttrykket “∆x” betyr endringen i x. Uttrykket “∆f” er den tilhørende endringen i f . Geometrisk
sett tilsvarer dette den store trekanten i figur (5).
La oss multiplisere lign.(31) med ∆x:
∆ f
∆x
= a
∣∣∣∣ ·∆x (32)
. ∆f = a∆x (“tilvekstform′′) (33)
I noen sammenhenger, blant annet innen emnet “SØK Makroøkonomi 100”, sier man at f(x) er
p˚a “tilvekstform” i lign.(33). Legg merke til at konstanten b ikke inng˚ar i lign.(33). 12
Legg merke til at det som er nevnt her kun gjelder for lineære funksjoner. 13
12I denne innledningen til oppgave 5 forklares “tilvekstformelen” i lign.(33) ut fra geometri i figur (5). Det er
ogs˚a mulig a˚ utlede lign.(33) direkte via algebra:
∆f = f(x+ ∆x)− f(x) (34)
= a(x+ ∆x) + b − (ax+ b) (35)
= ax+ a∆x+ b − ax− b = a∆x (36)
dvs. samme som lign.(33).
13I noen tilfeller bruker man ogs˚a endelige tilvekster ∆f for ikke-lineære funksjoner. Men da er det som oftest
en tilnærmelse. Lign.(33) i v˚art lineære tilfelle, derimot, er eksakt.
12
Generalbudsjettligningen i lign.(27), dvs.
Y = m ·
(
C0 − cT0 + I +G+X0 − IM
)
(37)
er en lineær ligning i sine parametre. For generalbudsjettligningen gjelder derfor det som ble
nevnt ovenfor. Effekten p˚a BNP pga. en endring i f.eks. offentlige utgifter ∆G og skatten ∆T0 blir
dermed:
∆Y = m ·
(
∆G− c∆T0
)
(38)
La oss se nærmere p˚a Helles er n˚a inne i en lavkonjunktur. Regjeringen ønsker a˚ ta i bruk en
ekspansiv finanspolitikk i et forsøk p˚a a˚ motvirke denne lavkonjunkturen. I den sammenheng ønsker
de a˚ se p˚a og sammenligne 3 mulige tiltak:
1. økning i offentlige utgifter: ∆G > 0 og ∆T0 = 0
2. reduksjon av skatt: ∆G = 0 og ∆T0 < 0
3. økning i BA˚DE offentlige utgifter OG økning av skatt,
og at de øker med samme beløp: ∆G = ∆T0
Figur 6: Hellas er inne i en lavkonjunktur.
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Anta at følgende gjelder for Hellas:
c = 0.8 (39)
m = 1.52 (40)
a) Finn endringen i nasjonalproduktet ∆Y for Hellas dersom offentlige utgifter G endres
med 100 enheter mens skatten T0 er uendret, dvs.:
∆G = 100 (41)
∆T0 = 0 (42)
b) Finn endringen i nasjonalproduktet ∆Y for Hellas dersom skatten T0 reduseres
med 100 enheter mens offentlige utgifter G er uendret, dvs.:
∆G = 0 (43)
∆T0 = − 100 (44)
c) Hvilket virkemiddel, økning av offentlige utgifter eller reduksjon av skatt,
har mest positiv effekt p˚a BNP?
d) Finn endringen i nasjonalproduktet ∆Y for Hellas dersom offentlige utgifter G økes
med 100 enheter OG skatten T0 ogs˚a økes med 100 enheter, dvs.:
∆G = 100 (45)
∆T0 = 100 (46)
14
e) I “SØK100 Makroøkonomi” lærer man om “Haavelmos teorem”: 14
En balansert budsjettendring, dvs. G og T0 endres like mye, fører til en (47)
ekspansiv effekt p˚a BNP.”
Stemmer ditt svar fra oppgave 5d med “Haavelmos teorem”?

Figur 7: Haavelmo Auditorium.
14Utsagnet i lign.(47) kalles “Haavelmos teorem” etter den norske økonomen Trygve Magnus Haavelmo. Han fikk
nobelprisen i økonomi i 1989. Rom A-108 ved Høgskolen i Molde er oppkalt etter Haavelmo og kalles “Haavelmo
Auditorium”.
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Oppgave 6: ( logistikk , “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” )
Vi skal i denne oppgaven fortsette fra øving 3, oppgave 7, hvor vi s˚a p˚a transportproblemet til
Glamox AS.
Transportproblemet var formulert som et lineært programmeringsproblem, hvor oppgaven var a˚
bestemme hvilke ruter som skal brukes for transport av varmeovner fra Molde til byene
• Los Angeles
• Miami
• New York
slik at transportkostnaden C minimeres.
Vi husker Glamox kunne velge mellom tre selskap for hver rute:
• CMA Group
• Hapaq-Lloyd
• Mearsk
New York Los Angeles Miami 
Molde 
Figur 8: Transport av varmeovner til USA.
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Transportkostnad:
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3 (48)
hvor etterspørselen ma˚ være oppfyllt, dvs.
XL1 +XL2 +XL3 = 200 (etterspørsel i Los Angeles) (49)
XM1 +XM2 +XM3 = 300 (etterspørsel i Miami) (50)
XN1 +XN2 +XN3 = 200 (etterspørsel i New York) (51)
og kasiteten ikke overskrides, dvs.
XL1 +XM1 +XN1 ≤ 100 (kapasitet CMA Group) (52)
XL2 +XM2 +XN2 ≤ 300 (kapasitet Hapag-Lloyd) (53)
XL3 +XM3 +XN3 ≤ 300 (kapasitet Maersk) (54)
hvor
XL1 = antall containere til Los Angeles fra rederi CMA Group
XM1 = Miami CMA Group
XN1 = New York CMA Group
XL2 = antall containere til Los Angeles fra rederi Hapaq-Lloyd
XM2 = Miami Hapaq-Lloyd
XN2 = New York Hapaq-Lloyd
XL,3 = antall containere til Los Angeles fra rederi Maersk
XM3 = Miami Maersk
XN3 = New York Maersk
Ingen av disse variablene være negative, dvs. XL1 ≥ 0, osv.
17
Fra øving 3 husker vi at dette problemet er balansert, dvs. vi har like mye etterspørsel
Dtotal = DL + DM + DN (55)
= 200 + 300 + 200 = 700 (56)
som kapasitet
Ktotal = K1 + K2 + K3 (57)
= 100 + 300 + 300 = 700 (58)
Dermed kan vi behandle ulikhetene (52)-(54) som likheter.
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Hjørneløsningsmetoden sier at: 15
den optimale løsningen av problemet er et hjørnepunkt (59)
Hvordan vet man om et hjørnepunkt faktisk er optimalt? 16
Vi finner optimum via første ordens optimalitetsbetingelse.
Optimalitetsbetingelse:
Anta at du st˚ar i et hjørnepunkt, og at du kikker deg rundt etter nabohjørnepunkt.
Hvis alle nabopunktene ligger p˚a et høyere niv˚a enn deg selv,
er du i bunnen av en dal, dvs. du kommer ikke lavere og alle veier peker oppover.
Vi kan da konkludere med at du st˚ar i minimum, dvs. et (lokalt) bunnpunkt.
Generell visuell illustrasjon av en minimum i det 3D tilfellet:
Figur 9: Minimum.
15Hjørneløsningsmetoden er ogs˚a kalt Simplexmetoden, og er den desidert viktigste algoritmen a˚ kunne innen
linær programmering. Denne metoden er ikke pensum i MAT100 Matematikk, og vi skal heller ikke gjennomføre
selve algoritmen. Vi skal i denne øvingen kun illustrere noen av prinsippene for metoden, f.eks. det faktum at
optimum finnes i et hjørnepunkt.
16Optimum er et minimum i denne oppgaven.
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1) Hjørnepunkt 1:
Løsningen fra øving 3, si hjørnepunkt 1, var:
CMA Group (1) Hapaq-Lloyd (2) Mearsk (3) Etterspørsel
Los Angeles (L) XL1 = 0 XL2 = 100 XL3 = 100 200
Miami (M) XM1 = 100 XM2 = 0 XM3 = 200 300
New York (N) XN1 = 0 XN2 = 200 XN3 = 0 200
Kapasitet 100 300 300 C = 3.5 mill. NOK
Tabell 1: Hjørnepunkt 1.
Transportkostnaden for dette hjørnepunktet fant vi i øving 3: 17
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3
= 9 · 0 + 5 · 100 + 4 · 0 + 7 · 100 + 8 · 0 + 4 · 200 + 5 · 100 + 5 · 200 + 3 · 0
= 3500
Hjørnepunkt 1 har alts˚a transportkostnaden: C = 3.5 mill. NOK.
Vi skal n˚a bestemme om dette hjørnepunktet, hjørnepunkt 1, er det hjørnepunktet som gir minimal
transportkostnad C. Det finner vi ut ved a˚ først finne alle nabohjørnepunktene til hjørnepunkt
1 og deretter sjekke om disse nabohjørnepunktene gir transportkostnader som er lavere eller høyere
enn C = 3.5 millioner NOK.
17Husk at koeffisientene i kostnadsfunksjonen C angir transportkostnad per container i 1000 NOK.
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Slik g˚ar man til et nabohjørnepunkt:
1. A˚ g˚a til et nabohjørnepunkt betyr i prinsippet at vi bytter en av rutene vi benytter
med en av rutene vi ikke benytter.
2. Vi velger først en av rutene vi ikke benytter, f.eks. rute XL1.
3. La denne ruten begynne a˚ f˚a  > 0 antall containere, dvs. XL1 = .
4. Da m˚a rutene øke og minke p˚a en slik ma˚te at kapasitet og etterspørselsen fortsatt er oppfylt.
5. For den ruteendringen vi n˚a ser p˚a betyr det at rutene ma˚ øke og minke som vist i tabell 2.
6. Vi øker n˚a  inntil en eller flere av de andre benyttede rutene blir null.
For den ruteendringen vi n˚a ser p˚a betyr det at  = 100, se tabell 2.
Da har vi kommet til et nabohjørne.
Dette ble veldig teoretisk.
La oss vise dette hvordan dette fungerer i praksis:
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2) Hjørnepunkt 2:
Vi ønsker a˚ benytte rute XL1 istedet for rute XM1.
Denne ruteendringen tilsvarer at vi g˚ar til et nytt hjørnepunkt, si hjørnepunkt 2,
som vist i tabell 2.
Siden vi ikke skal benytte rute XM1, s˚a ma˚ XM1 = 0:
XM1 = 100−  = 0 (60)
dvs.  = 100. 18
CMA Group (1) Hapaq-Lloyd (2) Mearsk (3) Etterspørsel
Los Angeles (L) XL1 =  = 100 XL2 = 100 XL3 = 100−  = 0 200
Miami (M) XM1 = 100−  = 0 XM2 = 0 XM3 = 200 +  = 300 300
New York (N) XN1 = 0 XN2 = 200 XN3 = 0 200
Kapasitet 100 300 300 C = 3.9 mill.
Tabell 2: Hjørnepunkt 2.
Transportkostnad:
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3
= 9 · 100 + 5 · 0 + 4 · 0 + 7 · 100 + 8 · 0 + 4 · 200 + 5 · 0 + 5 · 300 + 3 · 0
= 3900
Dette nabohjørnet, med C = 3.9 mill. NOK, ligger alts˚a høyere
enn det opprinnelige hjørnepunkt 1︸ ︷︷ ︸
C = 3.5 mill. NOK
.
18Legg merke til at b˚ade b˚ade kapasitet og etterspørsel er oppfylt for ethvert valg av .
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a) Vi ønsker a˚ benytte rute XM2 istedet for rute XL2.
Denne ruteendringen tilsvarer at vi g˚ar til et nytt hjørnepunkt,
si hjørnepunkt 3, som vist i tabell 3.
Denne ruteendringen betyr at  = 100.
Regn ut transportkostnaden C for hjørnepunkt 3.
Har hjørnepunkt 3 høyere eller lavere transportkostnad enn hjørnepunkt 1?
CMA Group (1) Hapaq-Lloyd (2) Mearsk (3) Etterspørsel
Los Angeles (L) XL1 = 0 XL2 = 100−  XL3 = 100 +  200
Miami (M) XM1 = 100 XM2 =  XM3 = 200−  300
New York (N) XN1 = 0 XN2 = 200 XN3 = 0 200
Kapasitet 100 300 300
Tabell 3: Hjørnepunkt 3.
b) Vi ønsker a˚ benytte rute XN1 istedet for rute XM1.
Denne ruteendringen tilsvarer at vi g˚ar til atter et nytt hjørnepunkt,
si hjørnepunkt 4, som vist i tabell 4.
Denne ruteendringen betyr at  = 100.
Regn ut transportkostnaden C for hjørnepunkt 4.
Har hjørnepunkt 4 høyere eller lavere transportkostnad enn hjørnepunkt 1?
CMA Group (1) Hapaq-Lloyd (2) Mearsk (3) Etterspørsel
Los Angeles (L) XL1 = 0 XL2 = 100 +  XL3 = 100−  200
Miami (M) XM1 = 100−  XM2 = 0 XM3 = 200 +  300
New York (N) XN1 =  XN2 = 200−  XN3 = 0 200
Kapasitet 100 300 300
Tabell 4: Hjørnepunkt 4.
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c) Vi ønsker a˚ benytte rute XN3 istedet for rute XL3.
Denne ruteendringen tilsvarer at vi g˚ar til et nytt hjørnepunkt,
si hjørnepunkt 5, som vist i tabell 5.
Denne ruteendringen betyr at  = 100.
Regn ut transportkostnaden C for hjørnepunkt 5.
Har hjørnepunkt 5 høyere eller lavere transportkostnad enn hjørnepunkt 1?
CMA Group (1) Hapaq-Lloyd (2) Mearsk (3) Etterspørsel
Los Angeles (L) XL1 = 0 XL2 = 100 +  XL3 = 100−  200
Miami (M) XM1 = 100 XM2 = 0 XM3 = 200 300
New York (N) XN1 = 0 XN2 = 200−  XN3 =  200
Kapasitet 100 300 300
Tabell 5: Hjørnepunkt 5.
d) Vi har n˚a funnet alle 4 nabohjørnepunktene til hjørnepunkt 1
i transportkostnadsfunksjonen C. Totalt 5 hjørneløsninger.
Konkluder om det opprinnelige hjørnet, dvs. hjørnepunkt 1, er minimum eller ikke.
Gi en kort begrunnelse for svaret.
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Vi skal n˚a g˚a videre og formulere et koblet problem som i lineær programmering kalles
det duale problemet. 19
Anta at Glamox f˚ar et tilbud fra et tredjepartsselskap som tilbyr a˚ transportere varmeovnene til
forhandleren i USA, mot at de kan kjøpe varmeovnene direkte fra Glamox i Molde, for deretter a˚
selge dem tilbake til Glamox i USA.
Tredjepartsselskapet opererer med akkurat de samme rutene som Glamox, dvs. de har de samme
skipskapasitetene som Glamox har. Siden selskapet n˚a kan prisforhandle med Glamox om kjøp og
tilbakesalg av varmeovnene defineres følgende 6 variabler:
U1 = prisen Glamox selger varmeovnene sine for dersom 3.partsselskapet benytter CMA Group
U2 = Hapaq-Lloyd
U3 = Maersk
VL = prisen Glamox kjøper varmeovnene tilbake for etter at de har blitt transportert til Los Angeles
VM = Miami
VN = New York
Tredjepartsselskapet ønsker selvsagt a˚ maksimere profittfunksjonen: 20
Π = 200VL + 300VM + 200VN − 100U1 − 300U2 − 300U3 (61)
19Ethvert lineært optimeringsproblem har et s˚akalt dualt problem. Det opprinnelige problemet kalles det primale
problemet.
20Legg merke til at dersom det primale problemet er et minimeringsproblem, s˚a er det duale problemet et
maksimeringsproblem og vice versa. Husk ogs˚a at koeffisientene i profittfunksjonen Π angir profitten i 1000 NOK.
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Men for at Glamox i det hele tatt skal g˚a med p˚a denne avtalen kan ikke profitten til tredjeparts-
forhandleren per container være større enn den opprinnelige kostnaden for hver rute.
Dette gir oss 9 ulikheter som ma˚ være oppfylt:
VL − U1 ≤ 9
3.partsselsk.︷ ︸︸ ︷
profitt ≤ rutekostnad pr container til Los Angeles med CMA Group (62)
VM − U1 ≤ 5 Miami CMA Group (63)
VN − U1 ≤ 4 New York CMA Group (64)
VL − U2 ≤ 7 profitt ≤ rutekostnad pr container til Los Angeles med Hapaq-Lloyd (65)
VM − U2 ≤ 8 Miami Hapaq-Lloyd (66)
VN − U2 ≤ 4 New York Hapaq-Lloyd (67)
VL − U3 ≤ 5 profitt ≤ rutekostnad pr container Los Angeles med Maersk (68)
VM − U3 ≤ 5 Miami Maersk (69)
VN − U3 ≤ 3 New York Maersk (70)
Antall variabler i dette duale problemet: 6
Antall ulikheter i dette duale problemet: 21 9
( Overbestemt system ). 22
Komplementær slakkhet: 23
For hver rute benyttet i et hjørnepunkt i det primale problemet,
vil de tilsvarende ulikhetene i det duale problemet være likheter.
Denne setningen kan virke litt komplisert, derfor skal vi n˚a forklare hva den betyr.
21Legg merke til at for det primale problemet hadde vi den motsatte situasjonen:
Antall variabler i det primale problemet: 9
Antall ulikheter i det primale problemet: 6
En slik ”motsatthetgjelder helt generelt for primale og duale problemer.
22Overbestemt system betyr at vi har flere (u)likheter enn ukjente variabler.
23Komplementær slakkhet er ogs˚a et helt sentralt begrep innen linær programmering og dualitsteori. Det er
gjennom komplementær slakkhet at problemene er koblet.
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Vi skal n˚a bruke komplementær slakkhet mellom det primale og det duale problemet for a˚ finne
den optimale løsningen av det duale problemet.
I de foreg˚aende deloppgavene konkluderte vi med at hjørnepunkt 1 er optimal i det primale
problemet:
CMA Group (1) Hapaq-Lloyd (2) Maersk (3) Etterspørsel
Los Angeles (L) XL1 = 0 XL2 = 100 XL3 = 100 200
Miami (M) XM1 = 100 XM2 = 0 XM3 = 200 300
New York (N) XN1 = 0 XN2 = 200 XN3 = 0 200
Kapasitet 100 300 300 C = 3.5 mill. NOK
Tabell 6: Hjørnepunkt 1.
Komplementær slakkhet sier da at for hver
dvs. X’er som ikke er null︷ ︸︸ ︷
rute som er benyttet i det primale problemet, vil den
tilsvarende ulikheten i det duale problemet faktisk være en likhet. Siden vi har benyttet 5 ruter i
hjørnepunktet fra øving 3 (dvs. 5 X’er som ikke er null, se tabell 6), f˚ar vi tilsvarende 5 likheter i
det duale problemet:
VM − U1 = 5 fordi rute
ikke null ⇒ benyttes︷ ︸︸ ︷
XM1 = 100 benyttes i det primale problemet (71)
VL − U2 = 7 XL2 = 100 (72)
VN − U2 = 4 XN2 = 200 (73)
VL − U3 = 5 XL3 = 100 (74)
VM − U3 = 5 XM3 = 200 (75)
Vi har dermed et ligningssystem med 6 variabler, men kun 5 likninger. Siden ligningssystemet er
overbestemt, har vi friheten til a˚ fastsette en av variablene selv.
Vi velger derfor U1 = 0.
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e) Bruk lign. (71) og bestem verdien for VM .
f) Bruk lign. (75) og bestem verdien for U3.
g) Bruk lign. (74) og bestem verdien for VL.
h) Bruk lign. (72) og bestem verdien for U2.
i) Bruk lign. (73) og bestem verdien for VN .
j) Sjekk at de 4 resterende ulikhetene i det duale problemet er oppfylt,
dvs. sjekk at:
VL − U1 ≤ 9 profitt til Los Angeles fra rederi CMA Group
VN − U1 ≤ 4 New York CMA Group
VM − U2 ≤ 8 Miami Hapaq-Lloyd
VN − U3 ≤ 3 New York Maersk
er oppfylt.
k) Via de foreg˚aende deloppgavene har vi n˚a funnet den optimale løsningen
for det duale problemet.
Regn ut den maksimale profitten Π gitt i lign. (61).
Konkluder med at den maksimale profitten Π for det duale problemet
er lik den minimale kostnaden C for det primale problemet. 24

24Dette er resultatet av det velkjente dualitetsteoremet, og er et ganske fantastisk teorem!
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Oppgave 1: ( derivasjon )
Finn den deriverte av f(q) mhp. q, dvs. finn d f(q)
dq
≡ f ′(q), for følgende funksjoner:
a) f(q) = aqn 1
b) f(q) = 7q3
c) f(q) = 7
q3
d) f(q) = 7
q
1
3

Figur 1: Den deriverte.
1Her kan du bare skrive ned svaret uten mellomregning. Her er a bare en konstant.
1
Oppgave 2: ( potenser )
I lign.(1)-(16) ser du en del uttrykk med potenser. Ett av uttrykkene p˚a venstre side av kommaet
er lik ett av uttrykkene p˚a høyre side av kommaet.
Sett sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
xm · xn , x 1n (1)
x−n , x
1
2 (2)
xm
xn
, x (3)
(xm)n , xm+n (4)
(x · y)n , √x√y (5)(
x
y
)n
, x (6)
x0 , x (7)
n
√
x ,
√
x√
y
, y 6= 0 (8)
( n
√
x)n , 1 (9)
x
m
n , xmn (10)
x−
m
n , ( n
√
x)m (11)
(Oppgaven fortsetter p˚a neste side).
2
√
x ,
1
xn
, x 6= 0 (12)
√
x2 , xm−n (13)
(
√
x)2 ,
xn
yn
(y 6= 0) (14)
√
x y , xnyn (15)
√
x
y
,
1
( n
√
x)m
(16)

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Oppgave 3: ( derivasjon , kjerneregelen )
a) Anta at funksjonen f(x) har en “forenklet funksjon” g(u), hvor u er kjernen.
Skriv ned kjerneregelen for f(x).
Finn den deriverte til følgende funksjoner:
b) f(x) = 6
(3x2+1)3
c) f(x) =
√
5x2 + 4
d) f(x) = 3
√
5x2 + 4

Figur 2: Kjerneregelen.
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Oppgave 4: ( inntektselastisitet ) 2
Du er ansatt som lufthavnsjef ved Kristiansund lufthavn, Kvernberget. Du ønsker a˚ finne ut
hvor følsomt flymarkedet i Kristiansund er i forhold til endring i passasjerenes inntekt. I den
sammenheng engasjerer du ei gruppe studenter ved Høgskolesenteret i Kristiansund som har
hatt emnet “SCM300 Survey Design”. Disse studentene har lært hvordan man skal gjennomføre
spørreundersøkelser. I tillegg har de hatt “MAT100 Matematikk”. Derfor kan disse studentene
ogs˚a a˚ behandle dataene fra spørreundersøkelsen og beskrive resultatet ved hjelp av en matema-
tisk funksjon. Studentene finner at sammenheng mellom etterspørselen av flyreiser x(i) og inntekt
i kan modelleres p˚a følgende ma˚te:
x(i) = c · i1.4 (17)
hvor
c = en konstant (18)
x(i) = etterspørsel av antall flyreiser per person per m˚aned (19)
i = a˚rsinntekt per person, i 100 000 NOK (20)
Figur 3: Kristiansund lufthavn, Kvernberget.
2Elastisitetsbegrepet er viktg i emner som “BØK105 Finansregnskap 1” og “SØK100 Makrokonomi”.
5
Generelt sier en elastisitet noe om hvor FØLSOM en størrelse er ved endring av en annen størrelse.
En priselastisitet sier noe om hvor følsom etterspørselen er ved prisendring. En tilbudselastisitet
sier noe om hvor følsom etterspørselen er ved tilbudsendring. Det finnes svært mange elastisiteter
innen økonomi, blant annet inntektselastisitet, priselastisitet og krysspriselastisitet.
I denne oppgaven skal vi kun konsentrere oss om inntektselastisitet. Vi skal studere etterspørselen
sin følsomhet for kundenes (passasjerenes) inntekt. Inntektselastisiteten kan skrives p˚a følgende
halvmatematiske form:
Ei(x) =
relativ %-vis endring i etterspørsel
relativ %-vis endring i inntekt
(21)
Matematisk er denne inntektselastisiteten gitt ved:
Ei(x) =
d x(i)
di
· i
x(i)
(22)
hvor funksjonen x(i) og variabelen i er definert p˚a forrige side.
a) Finn inntektselastisiteten Ei(x).
b) Tolk resultatet i oppgave 4a.
c) Hvor mye vil den relative %-vise etterspørselen av flyreiser endre seg med
dersom inntekten til potensielle passasjerer ved Kvernberget øker med 2.5 %? 3
d) Spiller konstanten “c” noen rolle i forhold til inntektselastisiteten?

3Du skal finne “relativ %-vis endring i etterspørsel” n˚ar du vet at:
relativ %-vis endring i inntekt = 2.5 % (23)
Dette betyr at du vet nevneren i lign.(21). Og du skal finne telleren.
6
Oppgave 5: ( renteformelen ) 4
En startkapital K0, ogs˚a kalt n˚averdi, vokser med rente og rentes rente i n terminer. Anta at
renten er r = p
100
per termin. Her er p renten i prosent. Sammenhengen mellom disse størrelsene
er gitt ved renteformelen:
Kn = K0( 1 + r )
n (24)
dersom renten r er den samme i alle terminer. Størrelsene som inng˚ar i lign.(24) er:
n = antall terminer (25)
r =
p
100
= renten (26)
p = rente i prosent per temin (27)
K0 = startkapital (n˚averdi) (28)
Kn = kapital etter n terminer (29)
Lign.(24) skal vi utlede i kapittel 6 i dette kurset. For øyeblikket skal vi ta den for gitt.
Figur 4: “My accounts aren’t insured, but it’s the risk I take for higher interest rates”.
4Renteformelen, eller rentes rente, er viktig i svært mange emner ved Høgskolen i Molde, blant annet “BØK300
Bedriftsøkonomi 2”.
7
a) For en gitt startkapital K0, en sluttkapital Kn etter n terminer, vis at den konstante
renten er gitt ved:
r =
(
Kn
K0
) 1
n
− 1 (30)
b) Kapitalen K0 = 750 000 NOK plasseres i banken i a˚r null.
Hvilken rente r gir kapitalen K10 = 1 200 000 NOK etter 10 a˚r?
5
c) For en gitt startkapital K0, en sluttkapital Kn og renten r , vis at antall terminer n
er gitt ved:
n =
ln
(
Kn
K0
)
ln( 1 + r )
(31)
for en konstant rente r i alle terminene.
d) Anta at startkapitalen K0 = 5 000 000 NOK plasseres i banken i a˚r null.
Anta ogs˚a at renten r = 3.2 % er den samme alle n terminene.
Hvor mange terminer n tar det før kapitalen har vokst til 7 500 000 NOK? 6
5Anta at renten r er den samme i alle 10 a˚rene.
6Anta at renten r er den samme alle n terminene.
8
e) Vi skal sette et beløp K0 i banken i dag til p = 4.7 % rente. Siden beløpet K0 er kapitalen
i dag , akkurat n˚a, s˚a kalles K0 n˚averdien:
K0 = n˚averdi (32)
Om n = 7 a˚r vet du at du har bruk for K7 = 95 000 NOK.
Hvor stort beløp ma˚ du da sette i banken i dag, n˚averdi K0, for at kapitalen
skal vokse til K7 = 95 000?

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Oppgave 6: ( eksponensial- og logaritmefunksjoner )
a) Finnes det noen enkle regneregler for ln(x + y) og ln(x− y)? 7
b) Kan man ta logaritmen til et negativt tall, f.eks. ln(−2.3)? 8
Resten av denne oppgaven er av samme type som oppgave 2. Oppgave 2 dreide seg om potenser.
Denne oppgaven dreier seg om eksponensial- og logaritmefunksjoner. Legg merke til “symmetrien”
mellom denne oppgaven og oppgave 2: Mange av uttrykkene er helt analoge. Og ligningene blir
dermed ogs˚a helt analoge.
c) Sett sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
ex · ey , e2x (33)
e−x , 1 (34)
ex
ey
, 1 (35)
(ex)y ,
1
ex
(36)
(e · e)x , e (37)(
e
e
)x
, ex−y (38)
e0 , ex+y (39)
e1 , exy (40)
7Dette er et “ja/nei”-spørsm˚al.
8Ogs˚a dette er et “ja/nei”-spørsm˚al. (Komplekse tall er ikke et tema i dette kurset.)
10
d) Sett sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
ln(a · b) , x (41)
ln
(
a
b
)
, 0 (42)
ln(ap) , ln a + ln b a, b > 0 (43)
ln 1 , x (44)
ln e , p · ln a a > 0 (45)
ln ex , ln a − ln b a, b > 0 (46)
elnx , 1 (47)
e) Sett sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
log(a · b) , x (48)
log
(
a
b
)
, log a + log b (49)
log(ap) , 0 (50)
log 1 , x (51)
log 10 , log a − log b a, b > 0 (52)
log 10x , p · log a (53)
10log x , 1 (54)

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Oppgave 7: ( aritmetiske og geometriske rekker )
I dette kurset skal vi lære om to typer rekker:
1) aritmetisk rekke (55)
2) geometrisk rekke (56)
a) Nedenfor ser du definisjonen av en aritmetisk og en geometrisk rekke.
Hvilken definisjon tilhører hvilken type rekke? 9
En rekke er dersom et ledd er lik det p˚afølgende multiplisert med en konstant
En rekke er dersom et differansen mellom et ledd og det p˚afølgende er konstant
b) Skriv ned de matematiske definisjonene av en aritmetisk rekke og en geometrisk rekke.
Forklar symbolene som brukes. 10
c) Nedenfor ser du to rekker. Den ene er aritmetisk. Den andre er geometrisk.
Snr.15 = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 (57)
Snr.25 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 (58)
i) Hvilken rekke er aritmetisk? Og hvilken er geometrisk?
ii) Hva er multiplikasjonsfaktoren “k” og hva er differansen “d”?
9Fyll inn ordet “aritmetisk” eller “geometrisk”.
10Bruk gjerne notasjonen “d” og “k”. Skriv ned hva disse størrelsene kalles.
12
d) Finn summen i lign.(57), dvs. finn summen Snr.15 :
11
Snr.15 = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 (59)
e) Finn summen i lign.(58), dvs. finn summen Snr.25 :
12
Snr.25 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 (60)
11Du skal bruke rett formel for a˚ finne summen. Se formelsamlingen! Til slutt, kontroller gjerne at svaret ditt er
riktig ved a˚ summere “for h˚and”.
12Samme kommentar som fotnoten over.
13
f) Nedenfor ser du matematiske uttrykk, betingelser/kommentarer og navn.
Sett sammen de som hører sammen i figur 5 p˚a side 15, dvs. fyll ut tabellen p˚a side 15.
sum av uendelig geometrisk rekke for k ≤ −1 eller k ≥ 1 (61)
ARITMETISK REKKE (navn) (62)
Sn = a1 · k
n − 1
k − 1 (63)
sum av aritmetisk rekke med n ledd, uansett verdi p˚a differansen (64)
Sn = a1 · n (65)
S =
a1
1− k (66)
Sn = n ·
(
a1 +
(n− 1) · d
2
)
(67)
S = ∞ (68)
sum av geometrisk rekke med n ledd, for k 6= 1 (69)
GEOMETRISK REKKE (navn) (70)
divergent i grensen n→∞ bortsett fra n˚ar a1 = 0 og d = 0 (71)
sum av uendelig geometrisk rekke for −1 < k < 1 (72)
sum av geometrisk rekke med n ledd, for k = 1 (73)
S = ∞ (74)
14
Navn Matematisk  uttrykk Betingelse/kommentar 
Figur 5: Fyll ut tabellen.
Skriv ut denne tabellen og lever inn sammen med din besvarelse.
15
Oppgave 8: ( derivasjon av lnx , kjerneregelen )
a) Gitt funksjonen f(x) = lnx.
Skriv ned 13 et uttrykk for den deriverte (stigningstallet) til f(x), dvs. d f(x)
dx
.
b) Gitt funksjonen f(x) = ln(2x5 + 5x + 1). Finn d f(x)
dx
. 14
c) Gitt funksjonen f(x) = x · ln(2x5 + 5x + 1). Finn d f(x)
dx
. 15

f(x) = ln x 
x 
Figur 6: Den naturlige logaritme f(x) = lnx.
13Bare skriv ned svaret uten utregninger.
14Bruk kjerneregelen.
15Her trenger du regelen for derivasjon av et produkt.
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Oppgave 9: ( seriel˚an / aritmetisk rekke )
I dette kurset skal vi lære om to typer l˚an, seriel˚an og anniutetsl˚an. For begge disse l˚anene best˚ar
terminbeløpet av avdrag og renter, dvs.:
terminbeløp = avdrag + renter (75)
hvor forskjellen mellom l˚anetypene er:
1) Et seriel˚an tilbakebetales med like store, alts˚a konstante, AVDRAG ved hver terminbetaling
gjennom hele nedbetalingstiden. Etter hvert som avdragene reduserer l˚anet, blir
rentebetalingen stadig mindre. Terminbeløpet blir derfor lavere for hver gang.
2) Et annuitetsl˚an tilbakebetales med like store, alts˚a konstante, TERMINBELØP ved hver
terminbetaling gjennom hele nedbetalingstiden. Etter hvert som avdragene reduserer l˚anet,
blir rentebetalingen stadig mindre. 16
Dette kan vi oppsummere p˚a følgende ma˚te:
1) seriel˚an :
avtar︷ ︸︸ ︷
terminbeløp =
konstant︷ ︸︸ ︷
avdrag︸ ︷︷ ︸
=
K0
n
+
avtar︷ ︸︸ ︷
renter (76)
2) annuitetsl˚an :
konstant︷ ︸︸ ︷
terminbeløp︸ ︷︷ ︸
= K
=
øker︷ ︸︸ ︷
avdrag +
avtar︷ ︸︸ ︷
renter
La oss i denne oppgaven kun se p˚a et seriel˚an.
16Annuitet er en konstantstrøm som best˚ar av en rekke med like store beløp.
17
Du skal kjøpe deg din første bil. Du har sett deg ut en bruktbil til K0 = 30 000 NOK. Dette
er penger du ikke har disponibelt. Derfor ma˚ du ta opp et l˚an p˚a hele beløpet. Anta at du skal
tilbakebetale dette via et seriel˚an. Nedbetalingen skal skje hvert a˚r i n = 3 a˚r. Renten er r = p
100
,
hvor p = 5 %, i hele nedbetalingstiden. Dermed:
K0 = 30 000 NOK (77)
n = 3 (78)
r = 0.05 (79)
a) Hva er avdragene per a˚r for dette seriel˚anet?
Figur 7 visualiserer l˚aneprosessen:
          K0  
= 30 000 NOK 
  år 1   år 2     år 3 
  a2 
 a3 
  a1 
K0 – 3·K0/n  = 0 ( lånet innfridd ) 
   K0 – 1·K0/n 
= 20 000 NOK 
  K0 – 2·K0/n 
= 10 000 NOK 
a1 = rente fra år 0 til år 1 
a2 = rente fra år 1 til år 2 
a3 = rente fra år 2 til år 3 
Figur 7: L˚aneprosessen.
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b) Det første a˚ret ma˚ du betale rente av hele beløpet K0.
La a1 være renten du m˚a betale fra a˚r 0 til a˚r 1, se figur 7.
Finn a1.
c) Det andre a˚ret ma˚ du betale rente av beløpet K0 − 1 · K0n .
(Dette fordi du n˚a har betalt inn ett avdrag.
Dermed er det resterende beløpet som gitt i setningen ovenfor.)
La a2 være renten du m˚a betale til banken fra a˚r 1 til a˚r 2, se figur 7.
Finn a2.
d) Det tredje a˚ret ma˚ du betale rente av beløpet K0 − 2 · K0n .
La a3 være renten du m˚a betale til banken fra a˚r 2 til a˚r 3, se figur 7.
Finn a3.
e) Regn ut differansene:
a3 − a2 = (80)
a2 − a1 = (81)
f) Hva slags type rekke er a1 + a2 + a3?
g) Den totale renten du har betalt til banken etter disse n = 3 a˚rene er:
Rserie3 = a1 + a2 + a3 (82)
Vis at Rserie3 er gitt ved:
Rserie3 = K0 · r · 2 (83)
ved a˚ regne ut p˚a to forskjellige ma˚ter:
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i) Bruk at summen av en aritmetisk rekke er gitt ved: Sn =
n·(a1+an)
2
ii) bruke vanlig argebra 17
Man skal f˚a samme svar for Rserie3 uansett hva slags metode man bruker.
Poenget med oppgave 9g er a˚ vise, via et konkret eksempel,
at formelen for summen av en artitmetisk Sn =
n·(a1+an)
2
er riktg.
h) I formelsamlingen finner man at summen av renten Rserien for et seriel˚an med n antall
terminer er gitt ved: Rserien = K0r
n+1
2
Stemmer denne formelen med lign.(83)? 18
i) Hva er den totale renten Rserie3 i NOK?
19

Figur 8: En bruktbil.
17Dvs. bruk lign.(82) og sett inn for a1, a2 og a3 som du fant i oppgave 9b, 9c og 9d. Deretter kan du faktorisere.
18Sett inn for n i den oppgitte formelen og sjekk om den stemmer med lign.(83).
19Dvs. sett inn tall og regn ut lign.(83).
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Oppgave 10: ( teori )
En andregradsligning kan skrives p˚a formen
f(x) = ax2 + bx + c (84)
hvor a, b og c er koeffisienter. Nullpunktene til en slik andregradsligning kalles røttene til ligningen.
Røttene kan uttrykkes ved hjelp av den s˚akalte “ABC-formelen”:
x1 =
−b +√b2 − 4ac
2a
, x2 =
−b−√b2 − 4ac
2a
(85)
Uttrykket b2 − 4ac i kvadratroen kalles diskriminanten. La oss i denne oppgaven kun se p˚a reelle
røtter. For løsningsmengden til f(x) = 0 skiller man mellom tre tilfeller:
• to løsninger
• en løsninger
• ingen løsninger
Alternativene ovenfor er avhengig av om diskriminaten er null, negativ eller positiv:
• b2 − 4ac = 0
• b2 − 4ac < 0
• b2 − 4ac > 0
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a) Se vedlegg A p˚a side 23. Dette vedlegget har 6 ledige ruter.
Fyll inn de 6 kulepunktene ovenfor i rett rute slik at antall løsninger og
riktig verdi p˚a diskriminanten hører sammen.
b) For reelle koeffisienter a, b og c s˚a fremstiller f(x) i lign.(84) en parabel.
I vedlegg B p˚a side 24 ser du et koordinatsystem. Tegn inn enkle prinsippskisser for h˚and
av lign.(84) som grafisk illustrerer tilfellene med en, to og ingen løsninger av f(x) = 0. 20
c) Gitt funksjonen
h(x) = −3x2 + x + 2 (86)
Skriv funksjonen h(x) p˚a faktorisert form.

20Du behøver ikke spesifikke verdier for a, b og c for a˚ løse denne oppgaven.
22
Diskriminant Antall løsninger 
Vedlegg  A 
(Dette vedlegget skal legges ved i din besvarelse). 
Figur 9: Fyll inn de 6 kulepunktene 21 (rød skrift).
Skriv ut denne tabellen og lever inn sammen med din besvarelse.
23
Vedlegg  B 
(Dette vedlegget skal legges ved i din besvarelse). 
x 
f(x) 
Figur 10: Tegn inn enkle prinsippskisser for h˚and av f(x) = ax2 + bx + c.
Skriv ut denne figuren og lever inn sammen med din besvarelse.
24
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(2016) 
Oppgavesett nr. 6
“MAT100 Matematikk”, 2016
Innleveringsfrist: mandag 21. nov. kl. 16:00.
Oppgave 1: ( oversikt finansmatematikk )
Rekker og følger spiller en viktig rolle i finansmatematikk, dvs. matematikk som dreier seg om
pengenes tidsverdi. Innenfor denne grenen av økonomisk matematikk finnes det mange formler. I
denne oppgaven skal vi f˚a en bedre oversikt over de formelene som dette kurset berører i denne
sammenheng.
Nedenfor ser du 20 sentrale formler innen finansmatematikk i “MAT100 Matematikk”.
I vedlegget bakerst i denne øvingen finner du en tabell med 20 ledige ruter.
Plasser formlene nedenfor i riktig rute. 1
an+1 = an + d (1)
an+1 = k · an (2)
Kn = K0 · (1 + r)n︸ ︷︷ ︸
akk.faktor
(3)
K0 = Kn · 1
(1 + r)n︸ ︷︷ ︸
diskont.faktor
(4)
avtar︷ ︸︸ ︷
terminbeløp =
konstant︷ ︸︸ ︷
avdrag︸ ︷︷ ︸
=
K0
n
+
avtar︷ ︸︸ ︷
renter (5)
konstant︷ ︸︸ ︷
terminbeløp︸ ︷︷ ︸
= K
=
øker︷ ︸︸ ︷
avdrag +
avtar︷ ︸︸ ︷
renter (6)
1Skriv ut vedlegget og skriv inn for h˚and formlene i riktig rute.
1
Tn = K0 + R
serie
n (7)
n ·K = K0 + Rannn (8)
terminavdrag =
K0
n
(9)
K = K0 · r · (1 + r)
n
(1 + r)n − 1︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(10)
K = K0 · r
1− 1
(1+r)n︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(11)
Rserien = K0 · r
n + 1
2
(12)
Rannn = K0 ·
[
n · r
1− 1
(1+r)n
− 1
]
(13)
Sannn = K · (1 + r)
(1 + r)n − 1
r
(14)
Sann, un = K ·
(1 + r)n − 1
r
(15)
2
K0 = K · (1 + r)
n − 1
r · (1 + r)n︸ ︷︷ ︸
annuitetsfaktor
(16)
K0 = K ·
1− 1
(1+r)n
r︸ ︷︷ ︸
annuitetsfaktor
(17)
K0 = K · 1
r︸︷︷︸
ann.faktor
(18)
Kt = K0 e
r·t (19)
K0 = Kt e
−r·t (20)

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Oppgave 2: ( annuitet , geometrisk rekke )
a) Du ønsker a˚ spare opp kapital til din fremtidige pensjon.
Oppsparingen skal skje ved at du setter av K = 15 000 NOK ved utgangen av hvert a˚r
de 20 neste a˚rene, dvs. n = 20. Anta at renten er r = 3.5 %
100 %
= 0.035 for alle 20 a˚rene.
Hvor stort oppspart beløp har du, rente inkludert, like etter at siste beløp er avsatt? 2
b) N˚ar du har blitt gammel og gr˚a skal pensjonen din utbetales.
Det beløpet du fant i oppgave 2a skal alts˚a utbetales n˚ar du har blitt pensjonist.
Derfor, startkapitalen K0 er:
K0 = det beløpet du fant i oppgave 2a (21)
Denne startkapitalen K0 ønsker du a˚ f˚a utbetalt en fast a˚rlig sum K.
(Denne utbetalingssummen K har ingenting med K i oppgave 2a a˚ gjøre).
Anta at renten er r = 3.5 %
100 %
= 0.035 for alle 10 a˚rene.
Anta videre at første utbetaling skal skje ett a˚r, dvs. e`n termin, etter at siste sparebeløp
ble avsatt.
Hvor stor blir din a˚rlige utbetaling K? 3

Figur 1: “I’d say your best bet is in Las Vegas”.
2Usikker p˚a hva slags formel du skal bruke? Ta en titt i formelsamlingen!
3Se formelsamlingen dersom du ikke husker formelen.
4
Oppgave 3: ( sammenheng mellom formler i finansmatematikk )
Mange av formlene i oppgave 1 har en sammenheng. Slike sammenhenger gjør det lettere a˚ forst˚a
formelene. I denne oppgaven skal vi se nærmere p˚a noen av disse sammenhengene.
a) Bruk lign.(8) og (11), dvs.:
n ·K = K0 + Rannn (22)
K = K0 · r
1− 1
(1+r)n︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(23)
til a˚ vise at:
Rannn = K0 ·
[
n · r
1− 1
(1+r)n
− 1
]
(24)
b) Bruk lign.(10), dvs.:
K = K0 · r · (1 + r)
n
(1 + r)n − 1︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(25)
til a˚ vise at: 4
K = K0 · r
1− 1
(1+r)n︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(26)
Konklusjonen er alts˚a: Lign.(25) og (26) er samme ligningen.
De er bare to likeverdige ma˚ter a˚ skrive en og samme
ligningen p˚a.
4Løsningen p˚a denne oppgaven er svært kort.
5
c) Forklar at lign.(17), dvs.:
K0 = K ·
1− 1
(1+r)n
r︸ ︷︷ ︸
annuitetsfaktor
(27)
gir lign.(18):
K0
n→∞−→ K
r︸︷︷︸
ann.faktor
(28)
i grensen n→∞. Husk at renten er alltid positiv, r > 0.

Figur 2: Finansmatematikk.
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Oppgave 4: ( n˚averdi )
Sparebanken Møre har en konkurranse blant unge, lovende økonomer i Møre & Romsdal. Vinneren
av konkurransen kan velge mellom en av følgende to premier:
A) f˚a utbetalt KA0 = 20 000 NOK i dag (29)
B) f˚a utbetalt KB5 = 26 000 NOK om 5 a˚r (30)
Anta at renten er r = 4.6 %
100 %
= 0.046 de neste 5 a˚rene.
Hvilken premie bør vinneren velge, alternativ A eller B, ut fra et økonomisk perspektiv?

Figur 3: Sparebanken Møre.
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Oppgave 5: ( elastisitet og transport )
Transportøkonomisk institutt (TØI) er et forskningsinstitutt. Instituttet har som forma˚l a˚ fram-
bringe og formidle forskningsbasert kunnskap om transport og samfunn til offentlige og private
etater, organisasjoner og bedrifter.
Anta at du jobber i TØI. Du og dine kollegaer har funnet ut at det er en sammenheng mellom
trafikkvolumet t(u) og utgifter til veibygging u som skal til for a˚ h˚andtere dette trafikkvolumet.
Ut fra tidligere erfaringen innen veibyggingsprosjekt av en bestemt type har dere funnet ut at:
t(u) = c · u1.06 (31)
hvor
c = en konstant (32)
t(u) = trafikkvolum, f.eks. antall biler per døgn (33)
u = utgifter til veibygging, f.eks. antall mill. NOK per kilometer bygd vei (34)
Figur 4: TØI og veibygging.
8
I denne oppgaven skal vi se p˚a utgiftselastisiteten. Vi skal studere trafikkvolumet sin følsomhet for
endring av veibudsjettet, dvs. trafikkvolumet sin følsomhet for endring av utgiftene til veibygging.
Utgiftselastisiteten kan skrives p˚a følgende halvmatematiske form:
Eu(t) =
%-vis endring i trafikkvolum
%-vis endring i utgift
(35)
Matematisk er utgiftselastisiteten definert ved:
Eu(t) =
d t(u)
du
· u
t(u)
(36)
hvor funksjonen t(u) og variabelen u er definert p˚a forrige side.
a) Finn utgiftselastisiteten Eu(t).
b) Tolk resultatet i oppgave 5a.
c) I følge denne modellen, hvor mye større trafikkvolum vil veien kunne h˚andtere som
følge av at budsjettet til vei, alts˚a utgiftene til veibygging, økes med med 5 %? 5
d) Tolk resultatet i oppgave 5c.
e) Spiller konstanten “c” noen rolle i forhold til utgiftselastisiteten?

5Du skal finne “%-vis endring i trafikkvolum” n˚ar du vet at:
%-vis endring i utgift = 5 % (37)
Dette betyr at du vet nevneren i lign.(35). Og du skal finne telleren.
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Oppgave 6: ( pensjon )
Ole Hansen er 40 a˚r og ønsker a˚ sette av penger til sin pensjon. Ole bestemmer seg for a˚ sette av
et fast beløp hvert a˚r, 7 000 NOK, de neste 20 a˚rene frem til han blir 60 a˚r. Med dette faste a˚rlige
beløpet vurderer han to alternativ:
A Egensparing:
Sette det faste a˚rlige beløpet KA = 7 000 NOK i banken de neste nA = 20 a˚r.
B Pensjonsforsikring:
Dersom Ole tegner en pensjonsforsikring med et en a˚rlig premie 7 000 NOK s˚a f˚ar Ole
tilbud om en pensjon hvor han f˚ar utbetalt et fast a˚rlig beløp KB = 80 000 NOK
de neste nB = 7 a˚rene etter at han er fylt 60 a˚r.
Anta at renten er r = 12 %
100 %
= 0.12 for begge alternativene.
40 år 60 år 67 år 
oppsparing utbetaling 
7 000 NOK per år 80 000 NOK per år 
  SnA 
 ann , u 
  KB,0 
Figur 5: Først sparing. S˚a utbetaling av pensjon.
10
a) For alternativ A, hvor stort oppspart beløp har Ole n˚ar han fyller 60 a˚r,
like etter at siste beløp er satt inn i banken? 6
b) For a˚ sammenligne med det oppsparte beløpet fra oppgave 6a s˚a ønsker Ole a˚ finne ut
hva pensjonsforsikringen tilsvarer i n˚averdi n˚ar han blir 60 a˚r. P˚a den m˚aten kan han
sammenlige alternativene.
Hva slags n˚averdi KB,0, n˚ar Ole er 60 a˚r, tilsvarer alternativ B?
7
c) Hvilket alternativ bør Ole velge? 8
d) Oppspart beløp Sann, un umiddelbart etter at siste beløp K er avsatt, er:
Sann, un = K ·
(1 + r)n − 1
r
(38)
Vis at antall terminer n er gitt ved:
n =
ln
(
Sann, un · r
K
+ 1
)
ln(1 + r)
(39)
e) Bruk lign.(39) til a˚ finne hvor lenge ma˚ du spare via egensparing for a˚ oppn˚a
samme økonomiske resultat som alternativ B, dvs. KB,0?
9

6Hvilken formel skal du bruke i denne sammenheng? Se formelsamling.
Bruk gjerne sammme notasjon som i figur 5.
7Hvilken formel skal du bruke i denne sammenheng? Se formelsamling.
8For a˚ avgjøre hvilket alternativ Ole Hansen bør velge s˚a m˚a man sammenligne kapital ved samme tidspunkt.
Se figur 5. Der ser vi at KB,0 og S
ann, u
nA er ved samme tidspunkt.
9Spørsm˚alet er alts˚a:
Hvor lenge m˚a du spare via egensparing for a˚ oppn˚a samme beløp som i alternativ B, dvs. KB?
Dette er ikke en del av den skriftlige oppgaven, men tenk likevel gjennom:
Forventer du et svar n som er større eller mindre enn 20 a˚r?
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Oppgave 7: ( Lagrange multiplikator )
Doosan 10 i Fræna produserer dumpere. For en gitt modell av disse dumperene lages det to
versjoner:
A med automatgir
B uten automatgir (dvs. manuelt gir)
Økonomene i Doosan kan en del matematikk. De er derfor i stand til a˚ lage en modell som beskriver
kostnadene forbundet med produksjonen av dumpere. Ut fra erfaring ang˚aende lønnsutgifter og
priser p˚a r˚avarer har de funnet at kostnaden forbundet med a˚ produsere dumpere kan beskrives,
med god tilnærmelse til virkeligheten, av følgende funksjon:
K(x, y) = 10x + xy + 10y (40)
hvor
x = antall dumpere med automatgir (41)
y = antall dumpere uten automatgir (dvs. manuelt gir) (42)
K(x, y) = kostnaden, i antall 10 000 NOK (43)
Figur 6: Doosan i Fræna.
10Tidligere “Moxy”.
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Legg merke til at x og y er dimensjonsløse variabler, dvs. størrelser uten benevning. Det samme
gjelder kostnadsfunksjonen - den er dimensjonsløs, dvs. uten benevning. For a˚ finne den virkelige
kostnaden ma˚ man gange K(x, y) med 10 000 NOK.
Det viser seg at det er en sammenheng mellom prisen p˚a dumpere, og antall dumpere som produse-
res og selges. Økonomene i Doosan har funnet ut at følgende sammenhenger er en god tilnærmelse
til virkeligheten:
pA = 50− x + y (44)
pB = 30 + 2x− y (45)
hvor
pA = prisen for dumper A, i antall 10 000 NOK (46)
pB = prisen for dumper B, i antall 10 000 NOK (47)
Ogs˚a størrelsene pA og pB er dimensjonsløse. For a˚ finne den virkelige prisen m˚a man alts˚a gange
pA og pB med 10 000 NOK.
a) Vis at inntekten I(x, y) er gitt ved:
I(x, y) = −x2 − y2 + 3xy + 50x + 30y (48)
b) Vis profittfunksjonen P (x, y) er gitt ved:
P (x, y) = −x2 − y2 + 2xy + 40x + 20y (49)
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La oss se p˚a en begrenset tidsperiode, f.eks. et kvartal (3 ma˚neder). Pga. begrenset bemanning
med riktig kompetanse s˚a greier Doosan kun a˚ produsere 15 dumpere i kvartalet. Matematisk
betyr det:
g(x, y) = x + y = 15 (bibetingelse) (50)
I tillegg ma˚ b˚ade x og y være positive størrelser. Alt i alt betyr dette at 0 ≤ x ≤ 15 og 0 ≤ y ≤ 15.
Bibetingelsene utgjør da et dermed et lukket omr˚adet. Ifølge ekstremalverdisetningen vil da P (x, y)
oppn˚a b˚ade sitt globale maksimum- og minimumspunkt. I den sammenheng ma˚ man huske p˚a a˚
sjekke randen. 11
c) Hvilken fordeling mellom A og B dumpere maksimerer profitten P (x, y)? 12 13
d) Hva er den maksimale profitten Pmaks for Doosan per kvartal?
e) Hva slags pris ma˚ Doosan sette p˚a dumperene for a˚ oppn˚a maksimum profitt Pmaks?

11A˚ sjekke randen betyr i i v˚art tilfelle a˚ sjekke profitten P (x, y) for randpunktene (x, y) = (15, 0) og (x, y) =
(0, 15).
12Dvs. finn x og y som gir Pmaks. Siden vi i dette tilfellet kan løse bibetingelsen x+ y = 15 eksplisitt med hensyn
p˚a x eller y s˚a kan vi her løse problemet via “innsettingsmetoden”. Men i denne oppgaven er det likevel meningen
at du skal bruke Lagrange multiplikator metoden.
13For a˚ være helt sikre p˚a at vi finner maksimum av lign.(49), og ikke et minimum, m˚a man gjøre mer analyse.
Men det finnes ingen formell test for maksimum eller minimum knyttet til Lagrange metoden. Man kan, som en
svært enkel test, plukke ut tilfeldige punkt som oppfyller bibetingelen g(x, y) = x + y = 15, og sammeligne med
P (x, y) verdier. Det trenger du ikke gjøre i denne oppgaven. Vi antar i denne oppgaven at det stasjonære punktet
man finner faktisk er maksimum. Da sparer du en del arbeid. Men husk a˚ sjekke randen!
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Oppgave 8: ( diskret og kontinuerlig rente )
A
“hakkete′′︷ ︸︸ ︷
DISKRET renteformel:
Kn = K0( 1 + r )
n (51)
dersom renten r er den samme i alle terminer. Denne formelen sier at startkapitalen (n˚averdien)
K0 vokser til sluttkapitalen Kn etter n terminer dersom renten er r.
a) Anta at du setter startkapitalen K0 i banken. Anta videre at renten r er konstant
de neste 20 a˚rene. I løpet av n = 20 a˚r dobles denne kapitalen, dvs. K20 = 2K0.
Hva ma˚ renten r være for a˚ oppn˚a en slik dobling?
B
“glatt′′︷ ︸︸ ︷
KONTINUERLIG renteformel:
Kt = K0 e
r·t (52)
dersom renten r er den samme hele tiden. Denne formelen sier at startkapitalen (n˚averdien) K0
vokser til sluttkapitalen Kt etter tiden t dersom renten er r. Her er t dimensjonsløs tid.
b) Samme oppgave som 8a, men denne gangen med kontinuerlig rente:
Hva ma˚ renten r være for a˚ oppn˚a en dobling av kapitalen, Kt = 2K0, etter t = 20 a˚r
dersom renten er kontinuerlig?
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c) Du setter inn et fast beløp K = 40 000 NOK de neste n = 10 a˚rene.
Anta at renten er r = 7 %
100 %
= 0.07.
i) Hva slags type sparing dreier dette seg om?
ii) Hvor mye har du p˚a konto like etter at siste beløp er betalt inn?
d) Anta at du har et l˚an K0 = 500 000 NOK. Dette skal du betale tilbake over n = 10 a˚r.
Du ønsker a˚ tilbakebetale l˚anet i 10 like store teminbeløp K. Dette beløpet skal
inneholde b˚ade rente og avdrag. Renten er r = 7 %
100 %
= 0.07.
i) Hva slags type l˚an dreier dette seg om?
ii) Hva er det a˚rlige teminbeløpet K?
iii) Hvor mye betaler du i rente i l˚anets løpetid?
e) La oss igjen se p˚a l˚anet fra oppgave 8d. Men istedet for et fast terminbeløp
s˚a ønsker du n˚a a˚ tilbakebetale l˚anet med faste, konstante avdrag.
i) Hva slags type l˚an dreier dette seg om?
ii) Hva er de a˚rlige avdragene?
iii) Hvor mye betaler du i rente i l˚anets løpetid?
f) Hvilke av de to l˚anene i oppgave 8d og 8e er billigst?

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Oppgave 9: ( nyttemaksimering , Lagrange multiplikatorer , “SØK200 Mikroøkonomi” )
I denne oppgaven skal vi se p˚a samme eksempel som vi studerte p˚a side 143 i kompendiet. Dette
eksemplet dreide seg om a˚ utnytte begrensede ressurser p˚a en optimal m˚ate. I kompendiet løste
vi dette optimaliseringsproblemet grafisk. Her, i øving 6, skal vi løse samme oppgave en gang til,
men denne gangen skal den løses analytisk via Lagrange multiplikator metoden.
Du har f˚att jobb hos Molde Taxisentral ANS. Du skal jobbe ei langhelg, fredag, lørdag og søndag,
dvs. tre dager. Føringene du har f˚att fra din arbeidsgiver for denne arbeidshelgen er at de samlede
konsumutgifter m˚a være begrenset, maksimum m NOK. Konsumutgiftene skal dekke bensin- og
matutgifter. La derfor:
px = pris p˚a bensin, NOK/liter (gode nr. 1) (53)
py = pris p˚a pølsemeny, NOK (gode nr. 2) (54)
Budsjettligningen for arbeidshelgen blir dermed:
px · x + py · y ≤ m (55)
hvor m = samlet konsumutgift og
x = antall liter bensin (gode nr. 1) (56)
y = antall pølsemenyer (gode nr. 2) (57)
Anta at nytten ved forbruk at bensin x (gode 1) og mat/drikke y (gode 2) er bestemt av nytte-
funksjonen:
U(x, y) = 2x2y (58)
Figur 7: Taxi og Narvesen.
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a) Gjør om ulikheten i budsjettligningen til likhet og formuler kort dette som et
maksimaliseringsproblem.
b) Vis at løsningen p˚a maksimeringsproblemet i oppgave 9a er:
x =
2
3
· m
px
, y =
1
3
· m
py
(59)
hvor x og y i lign.(59) er den optimale kombinasjonen av bensin og pølse som gir
størst nytte. Bruk Lagrange multiplikator metoden. 14
Anta at prisen p˚a bensin er px = 10 NOK/liter og at pølsemenyen p˚a Narvesen koster py = 40
NOK. Restriksjonen du f˚ar fra vakthavende ved Molde Taxisentral er m = 1 200 NOK for den
aktuelle helgen.
c) Hva blir de numeriske verdiene av lign.(59)?
d) Tolk svaret i oppgave 9c.
e) Stemmer svaret i oppgave 9c med den grafiske løsningen i kompendiet? 15

14For a˚ være helt sikre p˚a at lign.(59) gir maksimal nytte Umax, og ikke et minimum, m˚a man gjøre mer analyse.
Men det finnes ingen formell test for maksimum eller minimum knyttet til Lagrange metoden. Man kan, som
en svært enkel test, plukke ut tilfeldige punkt som oppfyller bibetingelen g(x, y) = m, og sammeligne U(x, y)
verdier. Det trenger du ikke gjøre i denne oppgaven. Vi antar i denne oppgaven at det stasjonære punktet faktisk
er maksimum. Da sparer du en del arbeid. Du trenger heller ikke a˚ sjekke randen i denne oppgaven.
15Den grafiske løsningen fant i forelesningene tidligere i kurset. Se side 148 i kompendiet.
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Vedlegg 
            ( oppgave 1 )  
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Terminbeløp, rente og avdrag:   
( per termin, ligning med ord ) 
Terminbeløp, rente og avdrag:  
 ( per termin, ligning med ord ) 
n’te ledd i en aritmetisk rekke: n’te ledd i en geometrisk 
 rekke: 
Serielån Annuitetslån 
Terminbeløp ”K”:      (alt. 1) 
(konstant  terminbeløp) 
Totalt terminbeløp, 
totalt avdrag  ”K0” (nåverdi=lånestørrelse) og  
total rente: 
Summen av rente Rn
serie i et serielån: Summen av rente i Rn
ann i et annuitetslån: 
Terminavdrag:    (konstant  terminavdrag) 
Totalt terminbeløp, 
totalt avdrag  ”K0” (nåverdi=lånestørrelse) og  
total rente: 
( Side 1 av 4 ) 
Terminbeløp ”K”:      (alt. 2) 
(konstant  terminbeløp) 
renteformelen: 
Nåverdi ”K0”: 
Oppgave 1 
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Oppsparingsannuitet 1 termin etter termin n: 
Oppsparingsannuitet 
Oppsparingsannuitet  umiddelbart  etter termin n: 
( Side 2 av 4 ) 
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Etterskuddsannuitet 
Nåverdi  ”K0”  ved etterskuddsannuitet: 
(  alternativ 1 ) 
( alternativ 2 ) 
Nåverdi  ”K0”  ved etterskuddsannuitet 
og utbetaling til evig tid: 
( Side 3 av 4 ) 
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Kontinuerlig rente 
Sluttkapital  ”Kt”  ved kontinuerlig rente: 
( Side 4 av 4 ) 
Nåverdi  ”K0”:   ( startkapital ) 
